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Testování posunu bodu � test st°ední hodnoty

Testování st°ední hodnoty

Cíl

Ur£ení objektivního kritéria podle kterého je moºné provést rozhodnutí

se zvoleným rizikem.

P°edpoklady

sou°adnice porovnávaných bod· jsou nezávislé náhodné veli£iny s

normálním rozd¥lením
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Nulová a alternativní hypotéza bodu xi

H0 : E (∆x
(j ,k)
i ) = 0

Ha : E (∆x
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i ) 6= 0,
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Testování posunu bodu � test st°ední hodnoty

Test apriorní a aposteriorní

Konstrukce testu

zvolení testovací statistiky t

ur£ení rozd¥lení testovací statistiky t, kdyº platí nulová hypotéza

ur£ení testovacího kritéria a kritické hodnoty pro zvolené riziko testu

Test apriorní a aposteriorní

na základ¥ ur£ení kon�den£ní oblasti vektoru sou°adnicových rozdíl·

∆x
(j ,k)
i � apriorní test

na základ¥ porovnání sum £tverc· oprav Gauss-Markova modelu bez a

s podmínkou odpovídající H0 � test apriorní i aposteriorní
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Jednorozm¥rná veli£ina
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Jednorozm¥rná veli£ina

Ur£ení kon�den£ní oblasti jednorozm¥rné veli£iny
výpo£et kritické hodnoty

Testovací statistika

t =
∆x

(j ,k)
i

σ
∆x

(j,k)
i

∼ N(0, 1)

Kritická hodnota tk :

P(|t| < tk) = 1− α

P = 2

∫ tk

0

1√
2π

e−
1
2 t

2
dt

Testovací kritérium:

|t| > tk → zamítáme
Výpo£et hodnoty tk zaji²´uje funkce double Normal(double alfa)

v souboru /lib/gnu_gama/statan.h projektu GNU Gama.
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Dvojrozm¥rná veli£ina

Ur£ení kon�den£ní oblasti dvojrozm¥rné veli£iny

H0 : ∆x
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i ∼ N(0,Σ
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Pravd¥podobnost P se po£ítá jako

objem eliptického válce ohrani£eného

plochou normálního rozd¥lení.
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Dvojrozm¥rná veli£ina

�e²ení dvojného integrálu

P =

∫ ∫
( x
a )

2
+( y

b )
2
< t2

k

1

2πab
e
− 1

2

h
( x
a )

2
+( y

b )
2

i
dxdy

substituce

Zavedeme polární sou°adnice

x = at cosϕ

y = bt sinϕ

Determinant Jacobiho matice

D = −abt
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Dvojrozm¥rná veli£ina

�e²ení dvojného integrálu

P = 4

∫ tk

0

∫ pi/2

0

t
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2 t
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dϕdt =

∫ tk
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Výsledek

tk =
√
−2 ln(1− P)
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Dvojrozm¥rná veli£ina

Gra�cká interpretace testovací statistiky

a, b, α: parametry st°ední elipsy

chyb vektoru x

ρ, σ: délka a sm¥rník vektoru x

v ne£árkované soustav¥

potom

φ = σ − α
x ′ = ρ cosφ

y ′ = ρ sinφ

a z toho plyne

t =

√(
ρ cosφ

a

)2

+

(
ρ sinφ

b

)2
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Trojrozm¥rná veli£ina

Ur£ení kon�den£ní oblasti trojrozm¥rné veli£iny
Bod v prostoru
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Trojrozm¥rná veli£ina

�e²ení trojného integrálu

P =

∫ ∫ ∫
( x
a )

2
+( y

b )
2
+( z

c )
2
< t2

k

1

(2π)3/2abc
e
− 1

2

h
( x
a )

2
+( y

b )
2
+( z

c )
2

i
dxdydz

substituce

Zavedeme polární sou°adnice

x = at cosϕ cosλ

y = bt sinϕ sinλ

z = ct sinϕ

Determinant Jacobiho matice

D = −abct2 cosϕ
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Trojrozm¥rná veli£ina

�e²ení trojného integrálu

P = 8

∫ tk

0

∫ π/2

0

∫ π/2

0
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(2π)3/2abc
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2 dt

°e²ení integrálu
∫ tk
0 t2e−t

2/2dt per-partes

f (x) = t, f ′(x) = 1, g(x) = −e−t2/2, g ′(x) = te−t
2/2∫ tk

0
t2e−t

2/2dt = −tke−t
2
k
/2 +

∫ tk

0
e−t

2/2dt
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Trojrozm¥rná veli£ina

�e²ení trojného integrálu

Chybová funkce (error function)

erf(x) =
2√
π

∫ x
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2
dt

substituce u = t/
√
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√
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Ur£ení kon�den£ní oblasti Trojrozm¥rná veli£ina

�e²ení trojného integrálu

°e²ení rovnice iterací

P = erf

(
tk√
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startovací hodnota tk(0) = 2 er�nv(P)
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Porovnání sum £tverc· Gauss-Mark·v model s podmínkou a bez podmínky

Gauss-Mark·v model s podmínkou

De�nice modelu

E (y) = Am×nx, D(y) = σ20P
−1, Hp×nx = h

y ∈ Rm vektor m¥°ení

A matice plánu, h(A) = q < n

x ∈ Rn vektor neznámých

D(y) kovarian£ní matice

σ20 jednotková variance

P matice vah

H matice podmínek, h(H) = p < n

h ∈ Rp vektor absolutních £len· podmínek
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Porovnání sum £tverc· Gauss-Mark·v model s podmínkou a bez podmínky

Odhady parametr·

Odhady bez podmínky

x̂ = (ATPA)−ATPy D(x̂) = σ20(ATPA)−

ŷ = A(ATPA)−ATPy D(ŷ) = σ20A(ATPA)−AT

Odhady s podmínkou

x̂h = x̂− (ATPA)−HT
(
H(ATPA)−HT

)−1
(Hx̂− h)

ŷh = ŷ − A(ATPA)−HT
(
H(ATPA)−HT

)−1
(Hx̂− h)
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Porovnání sum £tverc· Gauss-Mark·v model s podmínkou a bez podmínky

Suma £tverc· oprav

model bez podmínky

RSS = vTPv = (y − ŷ)T P (y − ŷ)

σ̂20 = RSS/(m − n)

model s podmínkou

RSSh = (y − ŷh)T P (y − ŷh) =

= RSS + (Hx̂− h)T
(
H(ATPA)−HT

)−1
(Hx̂− h)

RSSh − RSS = (Hx̂− h)T
(
H(ATPA)−HT

)−1
(Hx̂− h)
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Porovnání sum £tverc· Testovací statistika
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Porovnání sum £tverc· Testovací statistika

Testovací statistika apriorního a posteriorního testu

t =
1

σ20
(RSSh − RSS) ∼ χ2p tk = χ2p(1− α)

f =
1

pσ̂20
(RSSh − RSS) ∼ Fp,m−n fk = Fp,m−n(1− α)

χ2p je χ2 rozd¥lení s p stupni volnosti

Fp,m−n je Fisherovo-Snedecorovo rozd¥lení s p a (m − n) stupni volnosti
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Porovnání sum £tverc· Aposteriorní jednotková sm¥rodatná odchylka

Aposteriorní jednotková sm¥rodatná odchylka
Spole£né vyrovnání bez podmínek

σ̂20 odd¥leného vyrovnání dvou nezávislých etap

σ̂
2(i)
0 =

RSSi

n′i
, n′i = mi − ni , i = 1, 2 (m − n) = n′1 + n′2

σ̂20 spole£ného vyrovnání dvou nezávislých etap

stejný po£et nadbyte£ných pozorování n′1 = n′2

σ̂20 =
1

2
(σ̂

2(1)
0 + σ̂

2(2)
0 ),

r·zný po£et nadbyte£ných pozorování n′1 6= n′2

σ̂20 =
n′1σ̂

2(1)
0 + n′2σ̂

2(2)
0

n′1 + n′2
,

Tomá² Kubín (�VUT v Praze, FSv) testování ZS 2009/2010 25 / 28
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Porovnání sum £tverc· P°íklad

P°íklad
Spole£né vyrovnání bez podmínek

RSSh − RSS =

=
(

∆x̂
(1,2)
i

)T (
∆Q

(1,2)
x̂i x̂i

)−1 (
∆x̂

(1,2)
i

)

∆x̂
(1,2)
i =

(
x̂

(1)
i − x̂

(2)
i

ŷ
(1)
i − ŷ

(2)
i

)

∆Q
(1,2)
x̂i x̂i

= Q
(1)
x̂i x̂i

+ Q
(2)
x̂i x̂i

Tomá² Kubín (�VUT v Praze, FSv) testování ZS 2009/2010 27 / 28



Porovnání sum £tverc· P°íklad

P°íklad
Testování bodu £íslo 1 a 2

RSSh − RSS = 6.71 RSSh − RSS = 0.27
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