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Chapter 1

Overview

1.1 Introduction
NZMATH[8] is a number theory oriented calculation system mainly developed
by the Nakamula laboratory at Tokyo Metropolitan University. NZMATH
system provides you mathematical, especially number-theoretic computational
power. It is freely available and distributed under the BSD license. The most
distinctive feature of NZMATH is that it is written entirely using a scripting lan-
guage called Python. Namely NZMATH is a Python Calculator on Number
Theory for algorithmic number theorists.

If you want to learn how to start using NZMATH, see Installation (section
1.1.3) and Tutorial (section 1.1.4).

1.1.1 Philosophy – Advantages over Other Systems
In this section, we discuss philosophy of NZMATH, that is, the advantages of
NZMATH compared to other similar systems.

1.1.1.1 Open Source Software

Many computational algebra systems, such as Maple[4], Mathematica[5], and
Magma[3] are fare-paying systems. These non-free systems are not distributed
with source codes. Then, users cannot modify such systems easily. It narrows
these system’s potentials for users not to take part in developing them. NZ-
MATH, on the other hand, is an open-source software and the source codes are
openly available. Furthermore, NZMATH is distributed under the BSD license.
BSD license claims as-is and redistribution or commercial use are permitted
provided that these packages retain the copyright notice. NZMATH users can
develop it just as they like.
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1.1.1.2 Speed of Development

We took over developing of SIMATH[10], which was developed under the lead-
ership of Prof.Zimmer at Saarlandes University in Germany. However, it costs
a lot of time and efforts to develop these system. Almost all systems including
SIMATH are implemented in C or C++ for execution speed, but we have to
take the time to work memory management, construction of an interactive in-
terpreter, preparation for multiple precision package and so on. In this regard,
we chose Python which is a modern programming language. Python provides
automatic memory management, a sophisticated interpreter and many useful
packages. We can concentrate on development of mathematical matters by us-
ing Python.

1.1.1.3 Bridging the Gap between Users And Developers

KANT/KASH[2] and PARI/GP[9] are similar systems to NZMATH. But pro-
gramming languages for modifying these systems are different between users
and developers. We think the gap makes evolution speed of these systems slow.
On the other hand, NZMATH has been developed with Python for bridging this
gap. Python grammar is easy to understand and users can read easily codes
written by Python. And NZMATH, which is one of Python libraries, works on
very wide platform including UNIX/Linux, Macintosh, Windows, and so forth.
Users can modify the programs and feedback to developers with a light heart.
So developers can absorb their thinking. Then NZMATH will progress to more
flexible user-friendly system.

1.1.1.4 Link with Other Softwares

NZMATH distributed as a Python library enables us to link other Python pack-
ages with it. For example, NZMATH can be used with IPython[1], which is a
comfortable interactive interpreter. And it can be linked with matplotlib[6],
which is a powerful graphic software. Also mpmath[7], which is a module for
floating-point operation, can improve efficiency of NZMATH. In fact, the mod-
ule ecppecpp improves performance with mpmath. There are many softwares
implemented in Python. Many of these packages are freely available. Users can
use NZMATH with these packages and create an unthinkable powerful system.

1.1.2 Information
NZMATH has more than 25 modules. These modules cover a lot of territory
including elementary number theoretic methods, combinatorial theoretic meth-
ods, solving equations, primality, factorization, multiplicative number theoretic
functions, matrix, vector, polynomial, rational field, finite field, elliptic curve,
and so on. NZMATH manual for users (this file) is at

https://nzmath.sourceforge.io/nzmath_doc_ja.pdf
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If you are interested in NZMATH, please visit the official website below to obtain
more information about it.

https://nzmath.sourceforge.io/

Note that NZMATH can be used even if users do not have any experience of
writing programs in Python.

1.1.3 Installation
この節では, 如何にして NZMATH を実装するか説明する.
あなたが pip 実装について十分既知であれば, コマンドライン入力
% python -m pip install nzmath

が全て解決すると述べるところだが, もう少し説明しておこう.
Detailed “tutorial on installing packages”

https://packaging.python.org/en/latest/tutorials/installing-packages/

will help you to install NZMATH on your machine.
Usually, you must have appropriate write permission to your machine.

1.1.3.1 Installation of Python

NZMATH requires Python version 3.8 or later. If you do not have Python
installed on your machine, please install it. The Python language is a very high
level language. It is downloadable from the website

https://www.python.org/

There are also some documents there.
Ensure you can run Python from the command line:

% python --version

(We use % for a command line prompt on UNIX/macOS. On Windows, it
may be C:\> or something. Sometimes, you may need to be a privileged user
and the prompt may change to # or so on, but we don’t care.)

1.1.3.2 Note about Python 2

NZMATH is ready for Python 3 now, and will not support for Python 2. For
Python 2, you can install a former version NZMATH-1.2.0 for example.
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1.1.3.3 Install NZMATH from PyPI

Ensure you can run pip from the command line:

% python -m pip --version

Then, you can use pip installation from command line.
Ensure pip itself, setuptools and wheel are up to date:

% python -m pip install --upgrade pip setuptools wheel

Finally, you can now install NZMATH from PyPI by

% python -m pip install nzmath

The easiest way to get the newest NZMATH!

1.1.3.4 Install NZMATH from Local Archives

If you cannot install NZMATH directly from PyPI by some reason , you may
install it from local archives. For that, you need to obtain source distribution
(sdist) and/or built distribution (wheel)

nzmath-x.y.z.tar.gz

nzmath-x.y.z-py3-none-any.whl

in advance, where x, y, z are non-negative integers meaning version numbers of
NZMATH.

You can get them at SourceForge:

https://sourceforge.net/projects/nzmath/files/nzmath/

You can also find them at PyPI:

https://pypi.org/project/nzmath/

Assume that nzmath-x.y.z.tar.gz and nzmath-x.y.z-py3-none-any.whl

are obtained and put in a local directory say /tmp/dist/ for example. Then,
by any of the three methods below, you can install NZMATH-x.y.z:

From the archive directory,

% python -m pip install --no-index --find-links=/tmp/dist/ nzmath

or from sdist archive,

% python -m pip install /tmp/dist/nzmath-x.y.z.tar.gz

or from wheel archive,

% python -m pip install /tmp/dist/nzmath-x.y.z-py3-none-any.whl

1.1.4 Tutorial
In this section, we describe how to use NZMATH.
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1.1.4.1 Sample Session

Start your Python interpreter. That is, open your command interpreter such as
Terminal for MacOS or bash/csh for linux, type the strings “python” and press
the key Enter.

Examples

% python

Python 2.6.1 (r261:67515, Jan 14 2009, 10:59:13)

[GCC 4.1.2 20071124 (Red Hat 4.1.2-42)] on linux2

Type "help", "copyright", "credits" or "license" for more information.

>>>

For windows users, it normally means opening IDLE (Python GUI), which is a
Python software.

Examples

Python 2.6.1 (r261:67517, Dec 4 2008, 16:51:00) [MSC v.1500 32 bit (Intel)] on win32

Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.

****************************************************************

Personal firewall software may warn about the connection IDLE

makes to its subprocess using this computer’s internal loopback

interface. This connection is not visible on any external

interface and no data is sent to or received from the Internet.

****************************************************************

IDLE 2.6.1

>>>

Here, ’>>>’ is a Python prompt, which means that the system waits you to input
commands.

Then, type:

Examples

>>> from nzmath import *

>>>

This command enables you to use all NZMATH features. If you use only a
specific module (the term “module” is explained later), for example, prime, type
as the following:
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Examples

>>> from nzmath import prime

>>>

You are ready to use NZMATH. For example, type the string “prime.nextPrime(1000)”,
then you obtain ‘1009” as the smallest prime among numbers greater than 1000.

Examples

>>> prime.nextPrime(1000)

1009

>>>

“prime” is a name of a module, which is a NZMATH file including Python
codes. “nextPrime” is a name of a function, which outputs values after the
system executes some processes for inputs. NZMATH has various functions for
mathematical or algorithmic computations. See 3 Functions.

Also, we can create some mathematical objects. For example, you may use
the module “matrix”. If you want to define the matrix(

1 2
5 6

)
and compute the square, then type as the following:

Examples

>>> A = matrix.Matrix(2, 2, [1, 2]+[5, 6])

>>> print(A)

1 2

5 6

>>> print(A ** 2)

11 14

35 46

>>>

“Matrix” is a name of a class, which is a template of mathematical objects. See
4 Classes for using NZMATH classes.

The function “print” enables us to represent outputs with good-looking forms.
The data structure such as “[a, b, c, · · · ]” is called list. Also, we use various
Python data structures like tuple “(a, b, c, · · · )”, dictionary “{x1 : y1, x2 : y2, x3 :
y3, · · · }” etc. Note that we do not explain Python’s syntax in detail because it
is not absolutely necessary to use NZMATH. However, we recommend that you
learn Python for developing your potential. Python grammar are easy to study.
For information on how to use Python, see http://docs.python.org or many
other documents about Python.
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1.1.5 Note on the Document
† Some beginnings of lines or blocks such as sections or sentences may be
marked †. This means these lines or blocks is for advanced users. For exam-
ple, the class FiniteFieldElement (See FinitePrimeFieldElement) is one of
abstract classes in NZMATH, which can be inherited to new classes similar to
the finite field.

[· · · ] For example, we may sometimes write as function(a,b[,c,d]). It means
the argument “c, d” or only “d” can be discarded. Such functions use “default
argument values”, which is one of the feature of Python.
(See http://docs.python.org/tutorial/controlflow.html#default-argument-values)

Warning: Python also have the feature “keyword arguments”. We have tried
to keep the feature in NZMATH too. However, some functions cannot be used
with this feature because these functions are written expecting that arguments
are given in order.
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Chapter 2

Basic Utilities

2.1 config – setting features
このモジュールはユーザーの configファイルで設定する。 User Settingsを参照
すると詳細あり。

2.1.1 Default Settings
2.1.1.1 Dependencies

Some third party / platform dependent modules are possibly used, and they are
configurable.

HAVE_MPMATH mpmath is a package providing multiprecision math. See
its project page. This package is used in ecpp module.

HAVE_SQLITE3 sqlite3 is the default database module for Python , but
it need to be enabled at the build time.

HAVE_NET いくつかの関数はネットワークに接続することがあります。ネッ
トワークに接続していない環境では、この設定を false にしておくとまれに処理
が高速になることがあります。

2.1.1.2 Plug-ins

PLUGIN_MATH Python standard float/complex types and math/cmath
modules only provide fixed precision (double precision), but sometimes multi-
precision floating point is needed.
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2.1.1.3 Assumptions

Some conjectures are useful for assuring the validity of a faster algorithm.
All assumptions are default to False, but you can set them True if you

believe them.

GRH Generalized Riemann Hypothesis. For example, primality test is O((log n)2)
if GRH is true while O((log n)6) or something without it.

2.1.1.4 Files

DATADIR The directory where NZMATH (static) data files are stored. The de-
fault will be os.path.join(sys.prefix, ’share’, ’nzmath’) or os.path.join(sys.prefix,
’Data’, ’nzmath’) on Windows.

2.1.2 Automatic Configuration
The items above can be set automatically by testing the environment.

2.1.2.1 Checks

Here are check functions.
The constants accompanying the check functions which enable the check if

it is True, can be overridden in user settings.
Both check functions and constants are not exposed.

check_mpmath() Check whether mpmath is available or not.
constant: CHECK_MPMATH

check_sqlite3() Check if sqlite3 is importable or not. pysqlite2 may be
a substitution.

constant: CHECK_SQLITE3

check_net() Check the net connection by HTTP call.
constant: CHECK_NET

check_plugin_math() Check which math plug-in is available.
constant: CHECK_PLUGIN_MATH

default_datadir() Return default value for DATADIR.
This function selects the value from various candidates. If this function is

called with DATADIR set, the value of (previously-defined) DATADIR is the first
candidate to be returned. Other possibilities are, sys.prefix + ’Data/nzmath’

on Windows, or sys.prefix + ’share/nzmath’ on other platforms.
Be careful that all the above paths do not exist, the function returns None.
constant: CHECK_DATADIR
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2.1.3 User Settings
The module try to load the user’s config file named nzmathconf.py. The search
path is the following:

1. The directory which is specified by an environment variable NZMATHCONFDIR.

2. If the platform is Windows, then

(a) If an environment variable APPDATA is set, APPDATA/nzmath.

(b) If, alternatively, an environment variable USERPROFILE is set,
USERPROFILE/Application Data/nzmath.

3. On other platforms, if an environment variable HOME is set, HOME/.nzmath.d.

nzmathconf.py is a Python script. Users can set the constants like HAVE_MPMATH,
which will override the default settings. These constants, except assumption
ones, are automatically set, unless constants accompanying the check functions
are false (see the Automatic Configuration section above).

2.2 bigrandom – random numbers
Historical Note The module was written for replacement of the Python stan-
dard module random, because in the era of Python 2.2 (prehistorical period of
NZMATH ) the random module raises OverflowError for long integer arguments
for the randrange function, which is the only function having a use case in
NZMATH .

After the creation of Python 2.3, it was theoretically possible to use random.randrange,
since it started to accept long integer as its argument. Use of it was, however,
not considered, since there had been the bigrandom module. It was lucky for
us. In fall of 2006, we found a bug in random.randrange and reported it (see
issue tracker); the random.randrange accepts long integers but returns unreli-
able result for truly big integers. The bug was fixed for Python 2.5.1. You can,
therefore, use random.randrange instead of bigrandom.randrange for Python
2.5.1 or higher.

2.2.1 random – random number generator

random() → float

[0, 1)の浮動小数点数の値をランダムに返す。

This function is an alias to random.random in the Python standard library.
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2.2.2 randrange – random integer generator

randrange(start: integer, stop: integer=None, step: integer=1 )
→ integer

ある範囲の乱数の値を返す。

This function is an alias to random.randrange in the Python standard library.
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2.3 bigrange – range-like generator functions

2.3.1 count – count up

count(n: integer=0 ) → iterator

nまで数え上げる。 . itertools.count参照。

n must be int or rational.Integer.

2.3.2 arithmetic_progression – arithmetic progression it-
erator

arithmetic_progression(init: integer, difference: integer )
→ iterator

Return an iterator which generates an arithmetic progression starting form
init and difference step.

2.3.3 geometric_progression – geometric progression it-
erator

geometric_progression(init: integer, ratio: integer )
→ iterator

Return an iterator which generates a geometric progression starting form init
and multiplying ratio.

2.3.4 multirange – multiple range iterator

multirange(triples: list of range triples ) → iterator

Return an iterator over Cartesian product of elements of ranges.

Be cautious that using multirange usually means you are trying to do brute
force looping.

The range triples may be doubles (start, stop) or single (stop,), but they
have to be always tuples.

Examples
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>>> bigrange.multirange([(1, 10, 3), (1, 10, 4)])

<generator object at 0x18f968>

>>> list(_)

[(1, 1), (1, 5), (1, 9), (4, 1), (4, 5), (4, 9), (7, 1),

(7, 5), (7, 9)]

2.3.5 multirange_restrictions – multiple range iterator with
restrictions

multirange_restrictions(triples: list of range triples, **kwds: keyword
arguments )

→ iterator

multirange_restrictions is an iterator similar to the multirange but putting
restrictions on each ranges.

Restrictions are specified by keyword arguments: ascending, descending, strictly_ascending
and strictly_descending.

A restriction ascending, for example, is a sequence that specifies the indices
where the number emitted by the range should be greater than or equal to the
number at the previous index. Other restrictions descending, strictly_ascending
and strictly_descending are similar. Compare the examples below and of mul-
tirange.

Examples

>>> bigrange.multirange_restrictions([(1, 10, 3), (1, 10, 4)], ascending=(1,))

<generator object at 0x18f978>

>>> list(_)

[(1, 1), (1, 5), (1, 9), (4, 5), (4, 9), (7, 9)]
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2.4 compatibility – Keep compatibility between
Python versions

This module should be simply imported:
import nzmath.compatibility

then it will do its tasks.

2.4.1 set, frozenset
The module provides set for Python 2.3. Python ≥ 2.4 have set in built-
in namespace, while Python 2.3 has sets module and sets.Set. The set the
module provides for Python 2.3 is the sets.Set. Similarly, sets.ImmutableSet
would be assigned to frozenset. Be careful that the compatibility is not perfect.
Note also that NZMATH ’s recommendation is Python 2.5 or higher in 2.x series.

2.4.2 card(virtualset)
Return cardinality of the virtualset.

The built-in len() raises OverflowError when the result is greater than sys.maxint.
It is not clear this restriction will go away in the future. The function card()

ought to be used instead of len() for obtaining cardinality of sets or set-like
objects in nzmath.
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Chapter 3

Functions

3.1 algorithm – basic number theoretic algorithms

3.1.1 digital_method – univariate polynomial evaluation

digital_method(coefficients: list, val: object, add: function, mul:
function, act: function, power: function, zero: object, one: object )

→ object

Evaluate a univariate polynomial corresponding to coefficients at val.

If the polynomial corresponding to coefficients is of R-coefficients for some
ring R, then val should be in an R-algebra D.
coefficients should be a descending ordered list of tuples (d, c), where d is an
integer which expresses the degree and c is an element of R which expresses
the coefficient. All operations ’add’, ’mul’, ’act’, ’power’, ’zero’, ’one’ should be
explicitly given, where:
’add’ means addition (D × D → D), ’mul’ multiplication (D × D → D), ’act’
action of R (R ×D → D), ’power’ powering (D × Z → D), ’zero’ the additive
unit (an constant) in D and ’one’, the multiplicative unit (an constant) in D.

3.1.2 digital_method_func – function of univariate poly-
nomial evaluation

digital_method(add: function, mul: function, act: function, power:
function, zero: object, one: object )

→ function

Return a function which evaluates polynomial corresponding to ’coefficients’
at ’val’ from an iterator ’coefficients’ and an object ’val’.

All operations ’add’, ’mul’, ’act’, ’power’, ’zero’, ’one’ should be inputted in
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a manner similar to digital_method.

3.1.3 rl_binary_powering – right-left powering

rl_binary_powering(element: object, index: integer, mul: function,
square: function=None, one: object=None, )

→ object

Return element to the index power by using right-left binary method.

index should be a non-negative integer. If square is None, square is defined
by using mul.

3.1.4 lr_binary_powering – left-right powering

lr_binary_powering(element: object, index: integer, mul: function,
square: function=None, one: object=None, )

→ object

Return element to the index power by using left-right binary method.

index should be a non-negative integer. If square is None, square is defined
by using mul.

3.1.5 window_powering – window powering

window_powering(element: object, index: integer, mul: function,
square: function=None, one: object=None, )

→ object

Return element to the index power by using small-window method.

The window size is selected by average analystic optimization.

index should be a non-negative integer. If square is None, square is defined
by using mul.
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3.1.6 powering_func – function of powering

powering_func(mul: function, square: function=None, one: ob-
ject=None, type: integer=0 )

→ function

Return a function which computes ’element’ to the ’index’ power from an
object ’element’ and an integer ’index’.

If square is None, square is defined by using mul. type should be an integer
which means one of the following:
0; rl_binary_powering
1; lr_binary_powering
2; window_powering

Examples

>>> d_func = algorithm.digital_method_func(

... lambda a,b:a+b, lambda a,b:a*b, lambda i,a:i*a, lambda a,i:a**i,

... matrix.zeroMatrix(3,0), matrix.identityMatrix(3,1)

... )

>>> coefficients = [(2,1), (1,2), (0,1)] # X^2+2*X+I

>>> A = matrix.SquareMatrix(3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9])

>>> d_func(coefficients, A) # A**2+2*A+I

[33, 40, 48]+[74, 92, 108]+[116, 142, 169]

>>> p_func = algorithm.powering_func(lambda a,b:a*b, type=2)

>>> p_func(A, 10) # A**10 by window method

[132476037840, 162775103256, 193074168672]+[300005963406, 368621393481,

437236823556]+[467535888972, 574467683706, 681399478440]
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3.2 arith1 - miscellaneous arithmetic functions

3.2.1 floorsqrt – floor of square root

floorsqrt(a: integer/Rational) → integer

aの２乗根の小数点切り捨てた値を返す.

3.2.2 floorpowerroot – floor of some power root

floorpowerroot(n: integer, k: integer) → integer

nの k乗根の小数点切り捨てた値を返す.

3.2.3 legendre - Legendre(Jacobi) Symbol

legendre(a: integer, m: integer) → integer

Legendre 記号と Jacobi記号を返す
(
a

m

)
.

3.2.4 modsqrt – square root of a for modulo p

modsqrt(a: integer, p: integer) → integer

aの２乗根が存在する時は pを法とする aの２乗根の値を返す。さもなければ
エラーを返す。

pは素数。

3.2.5 expand – p-adic expansion

expand(n: integer, m: integer) → list

nの m進展開を返す。.

nは正の整数。 mは 2以上。. 出力は降順の係数展開のリスト。.

3.2.6 inverse – inverse
inverse(x: integer, p: integer) → integer
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法 pにおける xの逆関数を返す。.

pは素数。.

3.2.7 CRT – Chinese Reminder Theorem
CRT(nlist: list) → integer

Return the uniquely determined integer satisfying all modulus conditions
given by nlist.

入力 nlistは２つの要素からなるリスト。一つ目は割った余りで二つ目は割る
数。どちらも整数。.

3.2.8 AGM – Arithmetic Geometric Mean
AGM(a: integer, b: integer) → float

　 aと bの算術幾何平均を返す。

3.2.9 vp – p-adic valuation

vp(n: integer, p: integer, k: integer=0) → tuple

p進評価と nの他の部分群を返す。

†kが与えられたら、評価と npk の他の部分群を返す。

3.2.10 issquare - Is it square?

issquare(n: integer) → integer

nが二乗になっていたら根を返し、さもなくば 0を返す。

3.2.11 log – integer part of logarithm

log(n: integer, base: integer=2) → integer

nの対数の整数部分を返す。base.
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3.2.12 product – product of some numbers

product(iterable: list, init: object=None) → prod: object

iterableのすべての要素の積を返す。

If init is given, the multiplication starts with init instead of the first element
in iterable.

Input list iterable must be list of mathematical objects which support mul-
tiplication.
The type of output prod is determined by the types of elements of iterable and
init.
If the iterable is empty, then init (if given) or 1 (otherwise) will be returned.

Examples

>>> arith1.AGM(10, 15)

12.373402181181522

>>> arith1.CRT([[2, 5],[3,7]])

17

>>> arith1.CRT([[2, 5], [3, 7], [5, 11]])

192

>>> arith1.expand(194, 5)

[4, 3, 2, 1]

>>> arith1.vp(54, 3)

(3, 2)

>>> arith1.product([1.5, 2, 2.5])

7.5

>>> arith1.product([3, 4], 2)

24

>>> arith1.product([])

1

3.3 arygcd – binary-like gcd algorithms

3.3.1 bit_num – the number of bits

bit_num(a: integer) → integer

aのビット数の値を返す。
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3.3.2 binarygcd – gcd by the binary algorithm

binarygcd(a: integer, b: integer) → integer

　 binary gcd algorithmを使って a, bの最大公約数の値を返す。

3.3.3 arygcd_i – gcd over gauss-integer

arygcd_i(a1: integer, a2: integer, b1: integer, b2: integer)
→ (integer, integer)

二つの gauss数体 a1+a2i, b1+b2i の最大公約数の値を返す。 “i”は虚数。

If the output of arygcd_i(a1, a2, b1, b2) is (c1, c2), then the gcd of a1+a2i
and b1+b2i equals c1+c2i.
†This function uses (1 + i)-ary gcd algorithm, which is an generalization of the
binary algorithm, proposed by A.Weilert[20].

3.3.4 arygcd_w – gcd over Eisenstein-integer

arygcd_w(a1: integer, a2: integer, b1: integer, b2: integer)
→ (integer, integer)

Eisenstein数体 a1+a2ω, b1+b2ωの最大公約数の値を返す。“ω”は 1 の虚立方
根。

If the output of arygcd_w(a1, a2, b1, b2) is (c1, c2), then the gcd of a1+a2ω
and b1+b2ω equals c1+c2ω.
†This functions uses (1−ω)-ary gcd algorithm, which is an generalization of the
binary algorithm, proposed by I.B. Damgård and G.S. Frandsen [16].

Examples

>>> arygcd.binarygcd(32, 48)

16

>>> arygcd_i(1, 13, 13, 9)

(-3, 1)

>>> arygcd_w(2, 13, 33, 15)

(4, 5)
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3.4 combinatorial – combinatorial functions

3.4.1 binomial – binomial coefficient
binomial(n: integer, m: integer ) → integer

nと mの二項係数の値を返す。すなはち、 n!

(n− m)!m!
.

†便宜上、binomial(n, n+i)は 0整数 iに対して 0を返し、 binomial(0,0)は
1を返す。

nは自然数。 mは整数。

3.4.2 combinationIndexGenerator – iterator for combina-
tions

combinationIndexGenerator(n: integer, m: integer ) → iterator

Return an iterator which generates indices of m element subsets of n element
set.

The number of generated indices is binomial(n, m).
combination_index_generator is an alias of combinationIndexGenerator.

3.4.3 factorial – factorial
factorial(n: integer ) → integer

n! の値を返す。nは整数。

3.4.4 permutationGenerator – iterator for permutation

permutationGenerator(n: integer ) → iterator
Generate all permutations of n elements as list iterator.

The number of generated list is n’s factorial, so be careful to use big n.

permutation_generator is an alias of permutationGenerator.
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3.4.5 fallingfactorial – the falling factorial

fallingfactorial(n: integer, m: integer ) → integer

下降階乗の値を返す。; nから mへ。i.e. n(n− 1) · · · (n−m+ 1).

3.4.6 risingfactorial – the rising factorial

risingfactorial(n: integer, m: integer ) → integer

　上昇階乗の値を返す。; nから mへ。i.e. n(n+ 1) · · · (n+m− 1).

3.4.7 multinomial – the multinomial coefficient
multinomial(n: integer, parts: list ) → integer

多項係数の値を返す。

partsは自然数数列。partsの要素をすべてあわせると nと等しくなる。

3.4.8 bernoulli – the Bernoulli number
bernoulli(n: integer ) → Rational

　 n次 Bernoulli数の値を返す。

3.4.9 catalan – the Catalan number
catalan(n: integer ) → integer

n次 Catalan数の値を返す。

3.4.10 dyck_word_generator – generator for Dyck words

dyck_word_generator(n: integer alphabet: sequence=(0, 1) )
→ iterator

Generate all Dyck words of length 2×n as tuples.

The Dyck words are words on a two character alphabet. The number of each
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character in a word is equal, and the number of the second character never ex-
ceeds the first in any initial parts of the word.

The number of generated words is the n-th Catalan number. (see catalan)

The alphabet is {0, 1} by default, but you can pass it into the optional argu-
ment alphabet.

3.4.11 euler – the Euler number
euler(n: integer ) → integer

n次 Euler数の値を返す。

3.4.12 bell – the Bell number
bell(n: integer ) → integer

n次ベル数の値を返す。.

ベル数 bの定義:

b(n) =

n∑
i=0

S(n, i),

S は第２種スターリング数。(stirling2).

3.4.13 stirling1 – Stirling number of the first kind

stirling1(n: integer, m: integer ) → integer

第１種スターリング数の値を返す。

　 sはスターリング数。(x)n は下降階乗。

(x)n =

n∑
i=0

s(n, i)xi.

s satisfies the recurrence relation:

s(n, m) = s(n− 1, m− 1)− (n− 1)s(n− 1, m) .
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3.4.14 stirling2 – Stirling number of the second kind

stirling2(n: integer, m: integer ) → integer

Return Stirling number of the second kind.

S はスターリング数。 (x)i は下降階乗。:

xn =

n∑
i=0

S(n, i)(x)i

S は以下の関係を充たす。

S(n, m) = S(n− 1, m− 1) +mS(n− 1, m)

3.4.15 partition_number – the number of partitions

partition_number(n: integer ) → integer

nの分割数の値を返す。

3.4.16 partitionGenerator – iterator for partition

partitionGenerator(n: integer, maxi: integer=0 ) → iterator

Return an iterator which generates partitions of n.

If maxi is given, then summands are limited not to exceed maxi.
The number of partitions (given by partition_number) grows exponen-

tially, so be careful to use big n.

partition_generator is an alias of partitionGenerator.

3.4.17 partition_conjugate – the conjugate of partition

partition_conjugate(partition: tuple ) → tuple

Return the conjugate of partition.
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Examples

>>> combinatorial.binomial(5, 2)

10

>>> combinatorial.factorial(3)

6

>>> combinatorial.fallingfactorial(7, 3) == 7 * 6 * 5

True

>>> combinatorial.risingfactorial(7, 3) == 7 * 8 * 9

True

>>> combinatorial.multinomial(7, [2, 2, 3])

210

>>> for idx in combinatorial.combinationIndexGenerator(5, 3):

... print(idx)

...

[0, 1, 2]

[0, 1, 3]

[0, 1, 4]

[0, 2, 3]

[0, 2, 4]

[0, 3, 4]

[1, 2, 3]

[1, 2, 4]

[1, 3, 4]

[2, 3, 4]

>>> for word in combinatorial.dyck_word_generator(3, alphabet=("(", ")")):

... print("".join(word))

...

()()()

()(())

(())()

(()())

((()))

>>> for part in combinatorial.partitionGenerator(5):

... print(part)

...

(5,)

(4, 1)

(3, 2)

(3, 1, 1)

(2, 2, 1)

(2, 1, 1, 1)

(1, 1, 1, 1, 1)

>>> combinatorial.partition_number(5)

7

>>> def limited_summands(n, maxi):
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... "partition with limited number of summands"

... for part in combinatorial.partitionGenerator(n, maxi):

... yield combinatorial.partition_conjugate(part)

...

>>> for part in limited_summands(5, 3):

... print(part)

...

(2, 2, 1)

(3, 1, 1)

(3, 2)

(4, 1)

(5,)
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3.5 cubic_root – cubic root, residue, and so on

3.5.1 c_root_p – cubic root mod p

c_root_p(a: integer, p: integer) → list

a法 pの aの 3乗根の値を返す。 (すなわち、 x3 = a (mod p)).

pは素数。
この関数は aの 3乗根のすべての値をリストで返す。

3.5.2 c_residue – cubic residue mod p

c_residue(a: integer, p: integer) → integer

法 pで有理数 aが３乗になっているか調べる。

もし p | aなら 0を返す。また、法 pで aが３乗になっているならば 1を返す。
そうでなければ (3乗になっていいないとき)−1を返す。

pは素数。

3.5.3 c_symbol – cubic residue symbol for Eisenstein-integers

c_symbol(a1: integer, a2: integer, b1: integer, b2: integer)
→ integer

二つの Eisenstein整数である (Jacobi)立方剰余記号の値を返す。
(
a1+a2ω
b1+b2ω

)
3
, ω

は１の３乗根の値である。

もし b1+ b2ωが Z[ω]に含まれる素数であるならば、a1+ a2ωは立方剰余かわか
る。

b1 + b2ωは 1− ωに分けられないと仮定する。.

3.5.4 decomposite_p – decomposition to Eisenstein-integers

decomposite_p(p: integer) → (integer, integer)

Z[ω]に含まれる素数の一つ pの値を返す。

もし出力が (a, b)なら、 p

a+bω は Z[ω].に含まれる素数である。すなわち pが
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Z[ω].に含まれる a+bω and p/(a+bω)の二つの素因数に分解することができる。

pは有理数かつ素数。p ≡ 1 (mod 3)と仮定する。

3.5.5 cornacchia – solve x2 + dy2 = p

cornacchia(d: integer, p: integer) → (integer, integer)

　 x2 + dy2 = pの値を返す。

この関数は Cornacchiaのアルゴリズムを使用。 [13]参照。

pは有理数かつ素数。dは 0 < d < pの関係を充たす。. この関数は x2+dy2 = p

の値として (x, y)を返す。

Examples

>>> cubic_root.c_root_p(1, 13)

[1, 3, 9]

>>> cubic_root.c_residue(2, 7)

-1

>>> cubic_root.c_symbol(3, 6, 5, 6)

1

>>> cubic_root.decomposite_p(19)

(2, 5)

>>> cubic_root.cornacchia(5, 29)

(3, 2)
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3.6 ecpp – elliptic curve primality proving
このモジュールは ECPP (Elliptic Curve Primality Proving)の様々な関数から作
られている。

It is probable that the module will be refactored in the future so that each
function be placed in other modules.

ecppモジュールはmpmathのダウンロードが必要。

3.6.1 ecpp – elliptic curve primality proving

ecpp(n: integer, era: list=None) → bool

楕円曲線素数証明を行う。
もし nが素数なら Trueを返す。さもなければ Falseを返す。

また、eraとは素数ののリストである。 (これはERAtosthenesに基づいている。)

nは巨大な整数。

3.6.2 hilbert – Hilbert class polynomial

hilbert(D: integer) → (integer, list)

類数と Hilbert類方程式 for 虚 2次体 with fundamental判別式 Dの値を返す。

この関数は Hilbert類方程式の係数のリストを返す。
†もしHAVE_NETを設定してしているなら、まず http://hilbert-class-polynomial.

appspot.com/ を検索し. もし ramDに一致する情報が見つからなければHilbert
類方程式を直接計算してください。
Dは int. [15]参照。

3.6.3 dedekind – Dedekind’s eta function
dedekind(tau: mpmath.mpc, floatpre: integer) → mpmath.mpc

Return Dedekindのイータ of a complex number tau in the upper half-plane.

Additional argument floatpre specifies the precision of calculation in decimal
digits.

floatpre must be positive int.
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3.6.4 cmm – CM method
cmm(p: integer) → list

CM曲線のカーブパラメータの値を返す。

もし一つだけ楕円曲線でよいのならば cmm_orderを使うとよい。

pは奇素数でなければならない。
この関数は (a, b) のリストを返す。(a, b) はWeierstrass’ short form を表して
いる。

3.6.5 cmm_order – CM method with order

cmm_order(p: integer) → list

CM曲線のカーブパラメータの値と位数を返す。

もし一つだけ楕円曲線でよいのならば cmm_orderを使うとよい。

pは奇素数でなければならない。
　この関数は (a, b, order)のリストを返す。(a, b)はWeierstrass’ short formを
表し、 orderは楕円曲線での位数を表す。

3.6.6 cornacchiamodify – Modified cornacchia algorithm

cornacchiamodify(d: integer, p: integer) → list

(u, v) of u2 − dv2 = 4pの解を返す。

もし解がなければ ValueErrorを返す。

pは素数。dは d < 0 and d > −4p with d ≡ 0, 1 (mod 4)を充たす整数。

Examples

>>> ecpp.ecpp(300000000000000000053)

True

>>> ecpp.hilbert(-7)

(1, [3375, 1])

>>> ecpp.cmm(7)

[(6, 3), (5, 4)]

>>> ecpp.cornacchiamodify(-7, 29)

(2, 4)
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3.7 equation – solving equations, congruences
In the following descriptions, some type aliases are used.

poly_list :
poly_list is a list [a0, a1, ..., an] representing a polynomial coeffi-
cients in ascending order, i.e., meaning a0 + a1X + · · ·+ anX

n. The type
of each ai depends on each function (explained in their descriptions).

integer :
integer is one of int or Integer.

complex :
complex includes all number types in the complex field: integer, float,
complex of Python , Rational of NZMATH , etc.

3.7.1 e1 – solve equation with degree 1

e1(f: poly_list) → complex

ax+ b = 0の値を返す。

fは complexの linkingoneequationpoly_list [b, a]でなければならない。

3.7.2 e1_ZnZ – solve congruent equation modulo n with
degree 1

e1_ZnZ(f: poly_list, n: integer) → integer

ax+ b ≡ 0 (mod n).の値を返す。

fは integerの poly_list [b, a]でなければならない。

3.7.3 e2 – solve equation with degree 2

e2(f: poly_list) → tuple

ax2 + bx+ c = 0の値を返す。

fは complexの poly_list [c, b, a]でなければならない。
結果のタップルは副根も含め二つの根である。
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3.7.4 e2_Fp – solve congruent equation modulo p with
degree 2

e2_Fp(f: poly_list, p: integer) → list

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p)の値を返す。

同じ値が返ってきたならば、その値は多重根である。

fは integers [c, b, a]の poly_list 　　でなければならない。さらに、p

は素数整数。integer.

3.7.5 e3 – solve equation with degree 3

e3(f: poly_list) → list

　 ax3 + bx2 + cx+ d = 0の値を返す。

fは complexの poly_list [d, c, b, a]でなければならない。
この結果のタップルには重根を含めて三つの根がある。

3.7.6 e3_Fp – solve congruent equation modulo p with
degree 3

e3_Fp(f: poly_list, p: integer) → list

ax3 + bx2 + cx+ d ≡ 0 (mod p)の値を返す。

同じ値が返ってきたならば、その値は多重根である。

fは integerの poly_list [d, c, b, a]でなければならない。In addition, p
は素数整数である。integer.

3.7.7 Newton – solve equation using Newton’s method

Newton(f: poly_list, initial: complex=1, repeat: integer=250)
→ complex

anx
n + · · ·+ a1x+ a0 = 0の値を返す。

　もしすべての根を得たいのなら SimMethodを使うことをお勧めする。
†もし initialが実数根を持たない実数ならばこの関数は役に立たない。
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fは complexの poly_listでなければならない。
initial is an initial approximation complex number. repeatは根を近似す

る数である。

3.7.8 SimMethod – find all roots simultaneously

SimMethod(f: poly_list, NewtonInitial: complex=1, repeat: inte-
ger=250)

→ list

　 anx
n + · · ·+ a1x+ a0 の根の一つを返す。

†もしこの方程式が多重根を持っていたら、エラーが返ってくるかもしれない。

fは complexの poly_listでなければならない。
NewtonInitialと repeatは近似値を得るためNewtonを通過するだろう。

3.7.9 root_Fp – solve congruent equation modulo p

root_Fp(f: poly_list, p: integer) → integer

anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ≡ 0 (mod p)の根の人るを返す。

すべての根を得たいのなら allroots_Fpを使ってください。

fは integerの poly_listでなければならない。さらに pは素数。
　根が一つもなければこの関数は何も返さない。

3.7.10 allroots_Fp – solve congruent equation modulo p

allroots_Fp(f: poly_list, p: integer) → integer

anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ≡ 0 (mod p).のすべての根を返す。

fは integerの poly_listでなければならない。さらに pは素数。
根が一つもないときはこの関数はからのリストを返す。

Examples

>>> equation.e1([1, 2])
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-0.5

>>> equation.e1([1j, 2])

-0.5j

>>> equation.e1_ZnZ([3, 2], 5)

1

>>> equation.e2([-3, 1, 1])

(1.3027756377319946, -2.3027756377319948)

>>> equation.e2_Fp([-3, 1, 1], 13)

[6, 6]

>>> equation.e3([1, 1, 2, 1])

[(-0.12256116687665397-0.74486176661974479j),

(-1.7548776662466921+1.8041124150158794e-16j),

(-0.12256116687665375+0.74486176661974468j)]

>>> equation.e3_Fp([1, 1, 2, 1], 7)

[3]

>>> equation.Newton([-3, 2, 1, 1])

0.84373427789806899

>>> equation.Newton([-3, 2, 1, 1], 2)

0.84373427789806899

>>> equation.Newton([-3, 2, 1, 1], 2, 1000)

0.84373427789806899

>>> equation.SimMethod([-3, 2, 1, 1])

[(0.84373427789806887+0j),

(-0.92186713894903438+1.6449263775999723j),

(-0.92186713894903438-1.6449263775999723j)]

>>> equation.root_Fp([-3, 2, 1, 1], 7)

>>> equation.root_Fp([-3, 2, 1, 1], 11)

9

>>> equation.allroots_Fp([-3, 2, 1, 1], 7)

[]

>>> equation.allroots_Fp([-3, 2, 1, 1], 11)

[9]

>>> equation.allroots_Fp([-3, 2, 1, 1], 13)

[3, 7, 2]
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3.8 gcd – gcd algorithm

3.8.1 gcd – the greatest common divisor

gcd(a: integer, b: integer) → integer

二つの整数 aと bの最大公約数の値を返す。

もし a = b = 0 なら, 約数に成り得ない 0 を返す.

a, bは intまたは Integer。どれかの引数が負でも結果は非負。

3.8.2 binarygcd – binary gcd algorithm

binarygcd(a: integer, b: integer) → integer

バイナリーGCDアルゴリズムを使って二つの整数 aと bの最大公約数の値を
返す。

もし a = b = 0 なら, 約数に成り得ない数 0 を返す.
†この関数は binarygcdのエイリアスである。

a, bは int型または Integer。

3.8.3 extgcd – extended gcd algorithm

extgcd(a: integer, b: integer) → (integer, integer, integer)

d = au+ bvの関係式を満たす aと bの最大公約数 dと整数 u, v の値を返す。

もし a = b = 0 なら, どんな約数にも成り得ない数 0 を用いて (1, 0, 0) を返
す.

a, bは int型または Integer. 結果は (u, v, d) の形で返ってくる。

3.8.4 lcm – the least common multiple

lcm(a: integer, b: integer) → integer

二つの整数 aと bの最小公倍数の値を返す。

もし aと bどちらか一つだけ 0 ならば 0 を返す。
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†もし aと bどちらも 0 ならば exception を起す。

a, bは int型または Integer.

3.8.5 gcd_of_list – gcd of many integers

gcd_of_list(integers: list) → list

整数の最大公約数を, それを表す一次形式とともに返す。

与えれた integers [x1, . . . , xn]に対して、リスト [d, [c1, . . . , cn]]を返す。す
なわち d = c1x1 + · · ·+ cnxn が成り立ち dは x1, . . . , xn の最大公約数である。

integersは int型のリストである。関数は [d, [c1, . . . , cn]] を返す。ここで d
と ci は整数。もし integers が [0, . . . , 0] か [ ] なら約数に成り得ない 0 を用い
て [0, integers] を返す.

3.8.6 extgcd_ – extended divmodl gcd for many integers

extgcd_(*a: integers) → list

沢山ある整数の最大公約数と, それを表す一次形式を一緒に求める.

Given integers a = a0, . . . , an−1, return list [d, [x0, . . . , xn−1]] such that d =
a0x0 + · · · + an−1xn−1, where d is the greatest common divisor of a. We use
divmodl for computation. The linear form is not unique and general solution
for [x0, . . . , xn−1] is given by extgcd_gen.

There should be at least one non-zero integer in a.

3.8.7 divmodl – division of minimum absolute remainder
divmodl(a: integer, b: integer) → integers

与えられた a, b から, 整数の組 (q, r) で a = qb+ r, |r| ≤ |b|/2 を充たすもの
を返す.

Of course b 6= 0. We take one of the ways for (q, r) to satisfy the condition.
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3.8.8 extgcd_gen – general solution of linear diophantine
equation

extgcd_gen(*a: integers) → list

与えられた一次不定方程式の可解性を判定し, 可解な場合の一般解を返す.

For given integers a = a0, . . . , an−1 and any integer k, solve the linear dio-
phantine equation a0x0+ · · ·+an−1xn−1 = k, and return list [d, s, A] as general
solution. Here d is the GCD of a, and it is solvable if and only if d divides k.
When d divides k, general solution x0, . . . , xn−1 is given by suffix s (0 ≤ s < n),
by list of list A = [[A0,0, . . . , A0,n−1], . . . , [An−1,0, . . . , An−1,n−1]] and by integer
parameter y0, . . . , yn−1 with unique constant ys = k/d as follows:

xi = Ai,0y0 + · · ·+Ai,n−1yn−1 (0 ≤ i < n)

For a, at least one non-zero integer is required.

3.8.9 gcd_ – the GCD of many integers by modl division

gcd_(*a: integers) → integer

沢山の整数 a の最大公約数を一度に計算する. 高速化のために, ユークリッド
除算は並行実行し絶対値最小剰余 modlを用いる.

We did no experiment about speed.

For a, at least one non-zero integer is required.

3.8.10 modl – least absolute value remainder by division

modl(a: integer, b: integer) → integer

与えられた整数 a, b に対して, 除算の剰余 r を a ≡ r (mod |b|), |r| ≤ |b|/2
となる様に求める.

Of course b 6= 0. We take one of the ways for r to satisfy the condition.

3.8.11 lcm_ – the LCM of integers by repeating gcd_

lcm_(*a: integers) → integer
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最大公約数を求める gcd_ の反復適用により, 沢山の整数 a の最小公倍数を一
度に求める.

All integers in a should be non-zero. We do not consider any multiple of 0.
Or 0 cannot be a devisor of any integer.

3.8.12 coprime – coprime check

coprime(a: integer, b: integer) → bool

aと bが互いに素であれば Trueを返し、さもなければ Falseを返す。

aと bは int型または Integer。

3.8.13 pairwise_coprime – coprime check of many inte-
gers

pairwise_coprime(integers: list) → bool

integersが互いに素ならば Tureを、さもなければ Falseを返す。

integersは int型または Integerのリスト。

Examples

>>> gcd.gcd(12, 18)

6

>>> gcd.gcd(12, -18)

6

>>> gcd.gcd(-12, -18)

6

>>> gcd.extgcd(12, -18)

(-1, -1, 6)

>>> gcd.extgcd(-12, -18)

(1, -1, 6)

>>> gcd.extgcd(0, -18)

(0, -1, 18)

>>> gcd.lcm(12, 18)

36

>>> gcd.lcm(12, -18)

-36

>>> gcd.gcd_of_list([60, 90, 210])
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[30, [-1, 1, 0]]
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3.9 multiplicative – 乗法的数論関数
このメソッドの全ての関数は,特に断りのない限り自然数のみ受け付ける.

3.9.1 euler – オイラーのファイ関数
euler(n: integer ) → integer

nと互いに素かつ nよりも小さい数の総数を返す.この関数はよく φ として言
及される.

3.9.2 moebius – メビウス関数
moebius(n: integer ) → integer

この関数は以下のいずれかの値を返す:

-1 (nが素因数に奇数をもっているとき,)

1 (nが素因数に偶数をもっているとき,)

0 (nが素因数が平方数を持っているとき.)

この関数はよく µ として言及される.

3.9.3 sigma – 約数の冪の合計
sigma(m: integer, n: integer ) → integer

nの因数の m乗を返す. 引数 mは零でもよく,因数の数を返す. この関数はよく σ
として言及される.

Examples

>>> multiplicative.euler(1)

1

>>> multiplicative.euler(2)

1

>>> multiplicative.euler(4)

2

>>> multiplicative.euler(5)

4

>>> multiplicative.moebius(1)

1

>>> multiplicative.moebius(2)

-1

>>> multiplicative.moebius(4)
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0

>>> multiplicative.moebius(6)

1

>>> multiplicative.sigma(0, 1)

1

>>> multiplicative.sigma(1, 1)

1

>>> multiplicative.sigma(0, 2)

2

>>> multiplicative.sigma(1, 3)

4

>>> multiplicative.sigma(1, 4)

7

>>> multiplicative.sigma(1, 6)

12

>>> multiplicative.sigma(2, 7)

50
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3.10 prime – 素数判定, 素数生成
3.10.1 trialDivision – 試し割り算
trialDivision(n: integer, bound: integer/float=0) → True/False

奇数に対する試し割り算.

boundは素数の探索範囲. もし boundが与えられ,nの平方根よりも小さいとい
う条件のもと 1 を返せば,それは bound以下に素因数がないことを意味する.

3.10.2 spsp – 強擬素数テスト
spsp(n: integer, base: integer, s: integer=None, t: integer=None)

→ True/False

baseを基にした強擬素数テスト.

sと tは n− 1 = 2st かつ t は奇数,となるような数.

3.10.3 smallSpsp – 小さい数に対する強擬素数テスト
smallSpsp(n: integer) → True/False

1012 より小さい整数 nに対する強擬素数テスト.

4 回の強擬素数テストによって 1012より小さい整数が素数かどうか決定するに
は十分なものである.

3.10.4 miller – Millerの素数判定
miller(n: integer) → True/False

Millerの素数判定.

このテストは GRHのもと有効です.configを見てください.

3.10.5 millerRabin – Miller-Rabinの素数判定
millerRabin(n: integer, times: integer=20) → True/False

Millerの素数判定.
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millerとの違いは,Miller-Rabinメソッドは早いが確率的なアルゴリズムであ
り, 一方で, millerは GRHのもと決定性アルゴリズムとなる.
times (初期設定は 20) は繰り返しの数. エラーの確率は多くても 4−times と

なる.

3.10.6 lpsp – Lucasテスト
lpsp(n: integer, a: integer, b: integer) → True/False

Lucas擬素数テスト.

もし nがパラメータ aと bの, すなわち,x2 − ax+ bについての, Lucas擬素数
なら Trueを返す.

3.10.7 fpsp – Frobeniusテスト
fpsp(n: integer, a: integer, b: integer) → True/False

Frobenius擬素数テスト.

もし nがパラメータ aと bの, すなわち,x2 − ax+ bについての, Frobenius擬
素数なら Trueを返す.

3.10.8 by_primitive_root – Lehmer’s test

by_primitive_root(n: integer, divisors: sequence)
→ True/False

Lehmerの素数判定法 [17].

n が素数のときかつそのときに限り True を返す.
このメソッドは原始根の存在に基づいて n が素数であることを示す. このために
n− 1 の素因数を知っていることが必要である.
divisors は n− 1 の素因数のシーケンス (list, tuple, etc).

3.10.9 full_euler – Brillhart & Selfridge’s test

full_euler(n: integer, divisors: sequence) → True/False

Brillhart & Selfridge の素数判定法 [12].

このメソッドは φ(n) = n − 1 の成立により n が素数であることを示す, ただ
し φ はオイラーのファイ関数 (euler を参照). このために n− 1 の素因数を知っ
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ていることが必要である.
divisors は n− 1 の素因数のシーケンス (list, tuple, etc).

3.10.10 apr – Jacobi和テスト
apr(n: integer) → True/False

APR (Adleman-Pomerance-Rumery) 素数判定または Jacobi和テストと呼ば
れる判定法.

nは 32より小さい素因数がないと仮定する. また nがいくつかの底に対する
spsp (強擬素数テスト)を通過したと仮定する.

3.10.11 aks – Cyclotomic Congruence test

aks(n: integer) → True/False

AKS (Agrawal-Kayal-Saxena) primality test or the cyclotomic congruence
test.

Return True iff n is prime.
The algorithm determines whether a number n is prime or composite within
polynomial time. For large number n, you can use apr and any other test in
practical use.

3.10.12 primeq – 自動的な素数判定
primeq(n: integer) → True/False

素数判定に対する便利な関数.

nのサイズに依存して trialDivision, smallSpsp または aprを使う.

3.10.13 prime – n番目の素数
prime(n: integer) → integer

n番目の素数を返す.
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3.10.14 nextPrime – 次の素数を生成
nextPrime(n: integer) → integer

与えられた整数 nより大きい数の中で,最も小さい素数を返す.

3.10.15 randPrime – ランダムに素数を生成
randPrime(n: integer) → integer

10進 n桁の素数をランダムに返す.

3.10.16 generator – 素数生成
generator((None)) → generator

2から∞までの素数を生成する (ジェネレータとして).

3.10.17 generator_eratosthenes – Eratosthenesの篩を使っ
ている素数生成

generator_eratosthenes(n: integer) → generator

Eratosthenesの篩を使って nまでの素数を順に生成する.

3.10.18 primonial – 素数の積
primonial(p: integer) → integer

以下の積を返す ∏
q∈P≤p

q = 2 · 3 · 5 · · · p .
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3.10.19 properDivisors – 真の約数
properDivisors(n: integer) → list

nの真の約数を返す (1 と nを除いた nの全ての約数).

小さな素数の積に対してのみ役に立つ. より一般的な場合にはproper_divisors
を使用.
出力は全ての真の約数のリスト.

DEPRECATION: This function will be removed in the next release. Please
use proper_divisors instead.

3.10.20 primitive_root – 原始根
primitive_root(p: integer) → integer

pの原始根を返す.

pは奇素数でなければならない.

3.10.21 Lucas_chain – Lucas数列
Lucas_chain(n: integer, f: function, g: function, x_0: integer, x_1: in-
teger)

→ (integer, integer)

以下のように定義される数列 {xi}に対する値 (xn, xn+1)を返す:

x2i = f(xi)

x2i+1 = g(xi, xi+1) ,

初項は x_0, x_1.

fは 1変数の整数関数. gは 2変数の整数関数.

Examples

>>> prime.primeq(131)

True

>>> prime.primeq(133)

False
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>>> g = prime.generator()

>>> g.next()

2

>>> g.next()

3

>>> prime.prime(10)

29

>>> prime.nextPrime(100)

101

>>> prime.primitive_root(23)

5
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3.11 prime_decomp – 素イデアル分解
3.11.1 prime_decomp – 素イデアル分解
prime_decomp(p: Integer, polynomial: list) → list

数体Q[x]/(polynomial)上のイデアル (p)の素イデアル分解を返す.

pは (有理)素数であるべきである. polynomialはモニック既約多項式を定義す
る整数のリストであるべきである.
このメソッドは (Pk, ek, fk)のリストを返す.
Pk は (p)を割る素イデアルを表す Ideal_with_generatorのインスタンスで,
ek は Pk の分岐指数で, fk は Pk の剰余次数.

Examples

>>> for fact in prime_decomp.prime_decomp(3,[1,9,0,1]):

... print(fact)

...

(Ideal_with_generator([BasicAlgNumber([[3, 0, 0], 1], [1, 9, 0, 1]), BasicAlgNum

ber([[7, 20, 4], 3], [1, 9, 0, 1])]), 1, 1)

(Ideal_with_generator([BasicAlgNumber([[3, 0, 0], 1], [1, 9, 0, 1]), BasicAlgNum

ber([[10, 20, 4], 3], [1, 9, 0, 1])]), 2, 1)
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3.12 quad – 虚二次体
• Classes

– ReducedQuadraticForm

– ClassGroup

• Functions

– class_formula

– class_number

– class_group

– class_number_bsgs

– class_group_bsgs

3.12.1 ReducedQuadraticForm – 簡約二次形式クラス
Initialize (Constructor)

ReducedQuadraticForm(f: list, unit: list) → ReducedQuadraticForm

ReducedQuadraticFormオブジェクトを作成.

f, unit は 3 整数 [a, b, c] のリストでなければならず, 二次形式を ax2 +
bxy + cy2 と表記. unitは単元形式を表す.

Operations

operator explanation
M * N M と Nの合成を返す.
M ** a Mの a乗を返す.
M / N 二次形式の除算.
M == N M と N が等しいかどうか返す.
M != N M と N が等しくないかどうか返す.
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Methods

3.12.1.1 inverse

inverse(self) → ReducedQuadraticForm

selfの逆元を返す.

3.12.1.2 disc

disc(self) → ReducedQuadraticForm

selfの判別式を返す.

3.12.2 ClassGroup – 類群クラス
Initialize (Constructor)

ClassGroup(disc: integer, cl: integer, element: integer=None)
→ ClassGroup

ClassGroupオブジェクトを作成.
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Methods

3.12.3 class_formula

class_formula(d: integer, uprbd: integer) → integer

類数公式を使い,判別式 dを持つ類数 hの近似値を返す.

類数公式 h =

√
|d|
π

∏
p

(
1−

(
d

p

)
1

p

)−1

.

入力する数 dは int型 または Integerでなければならない.

3.12.4 class_number

class_number(d: integer, limit_of_d: integer=1000000000)
→ integer

簡約形式の数を数えることにより判別式 dを持つ類数を返す.

dは基本判別式とは限らない.

入力する数 dは int型 または Integerでなければならない.

3.12.5 class_group

class_group(d: integer, limit_of_d: integer=1000000000)
→ integer

簡約形式の数を数えることにより判別式 dを持つ類数と類群を返す.

dは基本判別式とは限らない.

入力する数 dは int型 または Integerでなければならない.

3.12.6 class_number_bsgs

class_number_bsgs(d: integer) → integer

Baby-step Giant-step アルゴリズムを使い,判別式 dを持つ類数を返す.

dは基本判別式とは限らない.

入力する数 dは int型 または Integerでなければならない.
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3.12.7 class_group_bsgs

class_group_bsgs(d: integer, cl: integer, qin: list)
→ integer

判別式 discを持つ位数 pexp の類群の構造を返す.qin = [p, exp]である.

入力する数 d, clは int型 または Integerでなければならない.

Examples

>>> quad.class_formula(-1200, 100000)

12

>>> quad.class_number(-1200)

12

>>> quad.class_group(-1200)

(12, [ReducedQuadraticForm(1, 0, 300), ReducedQuadraticForm(3, 0, 100),

ReducedQuadraticForm(4, 0, 75), ReducedQuadraticForm(12, 0, 25),

ReducedQuadraticForm(7, 2, 43), ReducedQuadraticForm(7, -2, 43),

ReducedQuadraticForm(16, 4, 19), ReducedQuadraticForm(16, -4, 19),

ReducedQuadraticForm(13, 10, 25), ReducedQuadraticForm(13, -10, 25),

ReducedQuadraticForm(16, 12, 21), ReducedQuadraticForm(16, -12, 21)])

>>> quad.class_number_bsgs(-1200)

12

>>> quad.class_group_bsgs(-1200, 12, [3, 1])

([ReducedQuadraticForm(16, -12, 21)], [[3]])

>>> quad.class_group_bsgs(-1200, 12, [2, 2])

([ReducedQuadraticForm(12, 0, 25), ReducedQuadraticForm(4, 0, 75)],

[[2], [2, 0]])
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3.13 round2 – the round 2 method
• Classes

– ModuleWithDenominator

• Functions

– round2

– Dedekind

The round 2 method is for obtaining the maximal order of a number field
from an order generated by a root of a defining polynomial of the field.

This implementation of the method is based on [13](Algorithm 6.1.8) and
[21](Chapter 3).
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3.13.1 ModuleWithDenominator – bases of Z-module with
denominator.

Initialize (Constructor)

ModuleWithDenominator(basis: list, denominator: integer, **hints:
dict)

→ ModuleWithDenominator

This class represents bases of Z-module with denominator. It is not a general
purpose Z-module, you are warned. basis is a list of integer sequences.
denominator is a common denominator of all bases.
†Optionally you can supply keyword argument dimension if you would like to

postpone the initialization of basis.

Operations

operator explanation
A + B sum of two modules
a * B scalar multiplication
B / d divide by an integer
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Methods

3.13.1.1 get_rationals – get the bases as a list of rationals

get_rationals(self) → list

Return a list of lists of rational numbers, which is bases divided by denomi-
nator.

3.13.1.2 get_polynomials – get the bases as a list of polynomials

get_polynomials(self) → list

Return a list of rational polynomials, which is made from bases divided by
denominator.

3.13.1.3 determinant – determinant of the bases

determinant(self) → list

Return determinant of the bases (bases ought to be of full rank and in Hermite
normal form).
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3.13.2 round2(function)

round2(minpoly_coeff: list) → (list, integer)

Return integral basis of the ring of integers of a field with its discriminant.
The field is given by a list of integers, which is a polynomial of generating
element θ. The polynomial ought to be monic, in other word, the generating
element ought to be an algebraic integer.

The integral basis will be given as a list of rational vectors with respect to θ.

3.13.3 Dedekind(function)

Dedekind(minpoly_coeff: list, p: integer, e: integer)
→ (bool, ModuleWithDenominator)

This is the Dedekind criterion.

minpoly_coeff is an integer list of the minimal polynomial of θ.
p**e divides the discriminant of the minimal.
The first element of the returned tuple is whether the computation about p

is finished or not.
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3.14 squarefree – Squarefreeness tests
There are two method groups. A function in one group raises Undetermined
when it cannot determine squarefreeness. A function in another group returns
None in such cases. The latter group of functions have “_ternary” suffix on their
names. We refer a set {True, False, None} as ternary.

The parameter type integer means either int or Integer.
This module provides an exception class.

Undetermined : Report undetermined state of calculation. The exception will
be raised by lenstra or trivial_test.

3.14.1 Definition
We define squarefreeness as:
n is squarefree ⇐⇒ there is no prime p whose square divides n.

Examples:

• 0 is non-squarefree because any square of prime can divide 0.

• 1 is squarefree because there is no prime dividing 1.

• 2, 3, 5, and any other primes are squarefree.

• 4, 8, 9, 12, 16 are non-squarefree composites.

• 6, 10, 14, 15, 21 are squarefree composites.

3.14.2 lenstra – Lenstra’s condition
lenstra(n: integer) → bool

If return value is True, n is squarefree. Otherwise, the squarefreeness is still
unknown and Undetermined is raised. The algorithm is based on [18].

†The condition is so strong that it seems n has to be a prime or a Carmichael
number to satisfy it.

Input parameter n ought to be an odd integer.

3.14.3 trial_division – trial division

trial_division(n: integer) → bool

Check whether n is squarefree or not.

The method is a kind of trial division and inefficient for large numbers.
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Input parameter n ought to be an integer.

3.14.4 trivial_test – trivial tests

trivial_test(n: integer) → bool

Check whether n is squarefree or not. If the squarefreeness is still unknown,
then Undetermined is raised.

This method do anything but factorization including Lenstra’s method.

Input parameter n ought to be an odd integer.

3.14.5 viafactor – via factorization
viafactor(n: integer) → bool

Check whether n is squarefree or not.

It is obvious that if one knows the prime factorization of the number, he/she
can tell whether the number is squarefree or not.

Input parameter n ought to be an integer.

3.14.6 viadecomposition – via partial factorization

viadecomposition(n: integer) → bool

Test the squarefreeness of n. The return value is either one of True or False;
None never be returned.

The method uses partial factorization into squarefree parts, if such partial fac-
torization is possible. In other cases, It completely factor n by trial division.

Input parameter n ought to be an integer.

3.14.7 lenstra_ternary – Lenstra’s condition, ternary ver-
sion

lenstra_ternary(n: integer) → ternary

Test the squarefreeness of n. The return value is one of the ternary logical
constants. If return value is True, n is squarefree. Otherwise, the squarefreeness
is still unknown and None is returned.
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†The condition is so strong that it seems n has to be a prime or a Carmichael
number to satisfy it.
This is a ternary version of lenstra.

Input parameter n ought to be an odd integer.

3.14.8 trivial_test_ternary – trivial tests, ternary version

trivial_test_ternary(n: integer) → ternary

Test the squarefreeness of n. The return value is one of the ternary logical
constants.

The method uses a series of trivial tests including lenstra_ternary.
This is a ternary version of trivial_test.

Input parameter n ought to be an integer.

3.14.9 trial_division_ternary – trial division, ternary ver-
sion

trial_division_ternary(n: integer) → ternary

Test the squarefreeness of n. The return value is either one of True or False;
None never be returned.

The method is a kind of trial division.
This is a ternary version of trial_division.

Input parameter n ought to be an integer.

3.14.10 viafactor_ternary – via factorization, ternary ver-
sion

viafactor_ternary(n: integer) → ternary

Just for symmetry, this function is defined as an alias of viafactor.

Input parameter n ought to be an integer.
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Chapter 4

Classes

4.1 algfield – Algebraic Number Field
• Classes

– NumberField

– BasicAlgNumber

– MatAlgNumber

• Functions

– changetype

– disc

– fppoly

– qpoly

– zpoly

4.1.1 NumberField – number field
Initialize (Constructor)

NumberField( f: list, precompute: bool=False ) → NumberField

Create NumberField object.

This field defined by the polynomial f.
The class inherits Field.

f, which expresses coefficients of a polynomial, must be a list of integers. f

should be written in ascending order. f must be monic irreducible over rational
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field.
If precompute is True, all solutions of f (by getConj), the discriminant of f

(by disc), the signature (by signature) and the field discriminant of the basis
of the integer ring (by integer_ring) are precomputed.

Attributes

degree : The (absolute) extension degree of the number field.

polynomial : The defining polynomial of the number field.

Operations

operator explanation
K * F Return the composite field of K and F.
K == F Check whether the equality of K and F.

Examples

>>> K = algfield.NumberField([-2, 0, 1])

>>> L = algfield.NumberField([-3, 0, 1])

>>> print(K, L)

NumberField([-2, 0, 1]) NumberField([-3, 0, 1])

>>> print(K * L)

NumberField([1, 0, -10, 0, 1])
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Methods

4.1.1.1 getConj – roots of polynomial

getConj(self) → list

Return all (approximate) roots of the self.polynomial.

The output is a list of (approximate) complex number.

4.1.1.2 disc – polynomial discriminant

disc(self) → integer

Return the (polynomial) discriminant of the self.polynomial.

†The output is not discriminant of the number field itself.

4.1.1.3 integer_ring – integer ring

integer_ring(self) → FieldSquareMatrix

Return a basis of the ring of integers of self.

†The function uses round2.

4.1.1.4 field_discriminant – discriminant

field_discriminant(self) → Rational

Return the field discriminant of self.

†The function uses round2.

4.1.1.5 basis – standard basis

basis(self, j: integer) → BasicAlgNumber

Return the j-th basis (over the rational field) of self.

Let θ be a solution of self.polynomial. Then θj is a part of basis of self, so
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the method returns them.This basis is called “standard basis” or “power basis”.

4.1.1.6 signature – signature

signature(self) → list

Return the signature of self.

†The method uses Strum’s algorithm.

4.1.1.7 POLRED – polynomial reduction

POLRED(self) → list

Return some polynomials defining subfields of self.

†“POLRED” means “polynomial reduction”. That is, it finds polynomials
whose coefficients are not so large.

4.1.1.8 isIntBasis – check integral basis

isIntBasis(self) → bool

Check whether power basis of self is also an integral basis of the field.

4.1.1.9 isGaloisField – check Galois field

isGaloisField(self) → bool

Check whether the extension self over the rational field is Galois.
†As it stands, it only checks the signature.

4.1.1.10 isFieldElement – check field element

isFieldElement(self, A: BasicAlgNumber/MatAlgNumber)
→ bool

Check whether A is an element of the field self.
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4.1.1.11 getCharacteristic – characteristic

getCharacteristic(self) → integer

Return the characteristic of self.

It returns always zero. The method is only for ensuring consistency.

4.1.1.12 createElement – create an element

createElement(self, seed: list) → BasicAlgNumber/MatAlgNumber

Return an element of self with seed.

seed determines the class of returned element.
For example, if seed forms as [[e1, e2, . . . , en], d], then it calls BasicAlgNum-
ber.

Examples

>>> K = algfield.NumberField([3, 0, 1])

>>> K.getConj()

[-1.7320508075688774j, 1.7320508075688772j]

>>> K.disc()

-12

>>> print(K.integer_ring())

1/1 1/2

0/1 1/2

>>> K.field_discriminant()

Rational(-3, 1)

>>> K.basis(0), K.basis(1)

BasicAlgNumber([[1, 0], 1], [3, 0, 1]) BasicAlgNumber([[0, 1], 1], [3, 0, 1])

>>> K.signature()

(0, 1)

>>> K.POLRED()

[IntegerPolynomial([(0, 4), (1, -2), (2, 1)], IntegerRing()),

IntegerPolynomial([(0, -1), (1, 1)], IntegerRing())]

>>> K.isIntBasis()

False
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4.1.2 BasicAlgNumber – Algebraic Number Class by stan-
dard basis

Initialize (Constructor)

BasicAlgNumber( valuelist: list, polynomial: list, precompute:
bool=False )

→ BasicAlgNumber

Create an algebraic number with standard (power) basis.

valuelist = [[e1, e2, . . . , en], d] means
1

d
(e1+e2θ+e3θ

2+ · · ·+enθ
n−1), where

θ is a solution of the polynomial polynomial. Note that 〈θi〉 is a (standard) basis
of the field defining by polynomial over the rational field.

ei, d must be integers. Also, polynomial should be list of integers.
If precompute is True, all solutions of polynomial (by getConj), approximation
values of all conjugates of self (by getApprox) and a polynomial which is a
solution of self (by getCharPoly) are precomputed.

Attributes

value : The list of numerators (the integer part) and the denominator of self.

coeff : The coefficients of numerators (the integer part) of self.

denom : The denominator of the algebraic number for standard basis.

degree : The degree of extension of the field over the rational field.

polynomial : The defining polynomial of the field.

field : The number field in which self is.

Operations

operator explanation
a + b Return the sum of a and b.
a - b Return the subtraction of a and b.
- a Return the negation of a.

a * b Return the product of a and b.
a ** k Return the k-th power of a.
a / b Return the quotient of a by b.
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Examples

>>> a = algfield.BasicAlgNumber([[1, 1], 1], [-2, 0, 1])

>>> b = algfield.BasicAlgNumber([[-1, 2], 1], [-2, 0, 1])

>>> print(a + b)

BasicAlgNumber([[0, 3], 1], [-2, 0, 1])

>>> print(a * b)

BasicAlgNumber([[3, 1], 1], [-2, 0, 1])

>>> print(a ** 3)

BasicAlgNumber([[7, 5], 1], [-2, 0, 1])

>>> a // b

BasicAlgNumber([[5, 3], 7], [-2, 0, 1])
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Methods

4.1.2.1 inverse – inverse

inverse(self) → BasicAlgNumber

Return the inverse of self.

4.1.2.2 getConj – roots of polynomial

getConj(self) → list

Return all (approximate) roots of self.polynomial.

4.1.2.3 getApprox – approximate conjugates

getApprox(self) → list

Return all (approximate) conjugates of self.

4.1.2.4 getCharPoly – characteristic polynomial

getCharPoly(self) → list

Return the characteristic polynomial of self.

†self is a solution of the characteristic polynomial.

The output is a list of integers.

4.1.2.5 getRing – the field

getRing(self) → NumberField

Return the field which self belongs to.

4.1.2.6 trace – trace

trace(self) → Rational
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Return the trace of self in the self.field over the rational field.

4.1.2.7 norm – norm

norm(self) → Rational

Return the norm of self in the self.field over the rational field.

4.1.2.8 isAlgInteger – check (algebraic) integer

isAlgInteger(self) → bool

Check whether self is an (algebraic) integer or not.

4.1.2.9 ch_matrix – obtain MatAlgNumber object

ch_matrix(self) → MatAlgNumber

Return MatAlgNumber object corresponding to self.

Examples

>>> a = algfield.BasicAlgNumber([[1, 1], 1], [-2, 0, 1])

>>> a.inverse()

BasicAlgNumber([[-1, 1], 1], [-2, 0, 1])

>>> a.getConj()

[(1.4142135623730951+0j), (-1.4142135623730951+0j)]

>>> a.getApprox()

[(2.4142135623730949+0j), (-0.41421356237309515+0j)]

>>> a.getCharPoly()

[-1, -2, 1]

>>> a.getRing()

NumberField([-2, 0, 1])

>>> a.trace(), a.norm()

2 -1

>>> a.isAlgInteger()

True

>>> a.ch_matrix()

MatAlgNumber([1, 1]+[2, 1], [-2, 0, 1])
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4.1.3 MatAlgNumber – Algebraic Number Class by ma-
trix representation

Initialize (Constructor)

MatAlgNumber( coefficient: list, polynomial: list )
→ MatAlgNumber

Create an algebraic number represented by a matrix.

“matrix representation” means the matrix A over the rational field such that
(e1 + e2θ + e3θ

2 + · · · + enθ
n−1)(1, θ, . . . , θn−1)T = A(1, θ, . . . , θn−1)T , where t

expresses transpose operation.

coefficient = [e1, e2, . . . , en] means e1 + e2θ + e3θ
2 + · · · + enθ

n−1, where θ
is a solution of the polynomial polynomial. Note that 〈θi〉 is a (standard) basis
of the field defining by polynomial over the rational field.
coefficient must be a list of (not only integers) rational numbers. polynomial
must be a list of integers.

Attributes

coeff : The coefficients of the algebraic number for standard basis.

degree : The degree of extension of the field over the rational field.

matrix : The representation matrix of the algebraic number.

polynomial : The defining polynomial of the field.

field : The number field in which self is.

Operations

operator explanation
a + b Return the sum of a and b.
a - b Return the subtraction of a and b.
- a Return the negation of a.

a * b Return the product of a and b.
a ** k Return the k-th power of a.
a / b Return the quotient of a by b.
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Examples

>>> a = algfield.MatAlgNumber([1, 2], [-2, 0, 1])

>>> b = algfield.MatAlgNumber([-2, 3], [-2, 0, 1])

>>> print(a + b)

MatAlgNumber([-1, 5]+[10, -1], [-2, 0, 1])

>>> print(a * b)

MatAlgNumber([10, -1]+[-2, 10], [-2, 0, 1])

>>> print(a ** 3)

MatAlgNumber([25, 22]+[44, 25], [-2, 0, 1])

>>> print(a / b)

MatAlgNumber([Rational(1, 1), Rational(1, 2)]+

[Rational(1, 1), Rational(1, 1)], [-2, 0, 1])
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Methods

4.1.3.1 inverse – inverse

inverse(self) → MatAlgNumber

Return the inverse of self.

4.1.3.2 getRing – the field

getRing(self) → NumberField

Return the field which self belongs to.

4.1.3.3 trace – trace

trace(self) → Rational

Return the trace of self in the self.field over the rational field.

4.1.3.4 norm – norm

norm(self) → Rational

Return the norm of self in the self.field over the rational field.

4.1.3.5 ch_basic – obtain BasicAlgNumber object

ch_basic(self) → BasicAlgNumber

Return BasicAlgNumber object corresponding to self.

Examples

>>> a = algfield.MatAlgNumber([1, -1, 1], [-3, 1, 2, 1])

>>> a.inverse()

MatAlgNumber([Rational(2, 3), Rational(4, 9), Rational(1, 9)]+

[Rational(1, 3), Rational(5, 9), Rational(2, 9)]+

[Rational(2, 3), Rational(1, 9), Rational(1, 9)], [-3, 1, 2, 1])

>>> a.trace()

Rational(7, 1)
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>>> a.norm()

Rational(27, 1)

>>> a.getRing()

NumberField([-3, 1, 2, 1])

>>> a.ch_basic()

BasicAlgNumber([[1, -1, 1], 1], [-3, 1, 2, 1])
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4.1.4 changetype(function) – obtain BasicAlgNumber ob-
ject

changetype( a: integer, polynomial: list=[0, 1] ) → BasicAlgNumber

changetype( a: Rational, polynomial: list=[0, 1] ) → BasicAlgNumber

changetype( polynomial: list ) → BasicAlgNumber

Return a BasicAlgNumber object corresponding to a.

If a is an integer or an instance of Rational, the function returns BasicAl-
gNumber object whose field is defined by polynomial. If a is a list, the function
returns BasicAlgNumber corresponding to a solution of a, considering a as
the polynomial.

The input parameter a must be an integer, Rational or a list of integers.

4.1.5 disc(function) – discriminant

disc(A: list) → Rational

Return the discriminant of ai, where A = [a1, a2, · · · , an].

ai must be an instance of BasicAlgNumber or MatAlgNumber defined over
a same number field.

4.1.6 fppoly(function) – polynomial over finite prime field

fppoly(coeffs: list, p: integer) → FinitePrimeFieldPolynomial

Return the polynomial whose coefficients coeffs are defined over the prime
field Zp.

coeffs should be a list of integers or of instances of FinitePrimeFieldEle-
ment.

4.1.7 qpoly(function) – polynomial over rational field

qpoly(coeffs: list) → FieldPolynomial

Return the polynomial whose coefficients coeffs are defined over the rational
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field.

coeffs must be a list of integers or instances of Rational.

4.1.8 zpoly(function) – polynomial over integer ring

zpoly(coeffs: list) → IntegerPolynomial

Return the polynomial whose coefficients coeffs are defined over the (rational)
integer ring.

coeffs must be a list of integers.

Examples

>>> a = algfield.changetype(3, [-2, 0, 1])

>>> b = algfield.BasicAlgNumber([[1, 2], 1], [-2, 0, 1])

>>> A = [a, b]

>>> algfield.disc(A)

288
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4.2 elliptic – elliptic class object
• Classes

– ECGeneric

– ECoverQ

– ECoverGF

• Functions

– EC

This module using following type:

weierstrassform :
weierstrassform is a list (a1, a2, a3, a4, a6) or (a4, a6), it represents E :
y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x

2 + a4x + a6 or E : y2 = x3 + a4x + a6,
respectively.

infpoint :
infpoint is the list [0], which represents infinite point on the elliptic curve.

point :
point is two-dimensional coordinate list [x, y] or infpoint.
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4.2.1 †ECGeneric – generic elliptic curve class

Initialize (Constructor)

ECGeneric( coefficient: weierstrassform, basefield: Field=None )
→ ECGeneric

楕円曲線を作る。

The class is for the definition of elliptic curves over general fields. Instead of
using this class directly, we recommend that you call EC.
†The class precomputes the following values.

• shorter form: y2 = b2x
3 + b4x

2 + b6x+ b8

• shortest form: y2 = x3 + c4x+ c6

• discriminant

• j-invariant

All elements of coefficient must be in basefield.
See weierstrassform for more information about coefficient. If discriminant
of self equals 0, it raises ValueError.

Attributes

basefield :
It expresses the field which each coordinate of all points in self is on. (This
means not only self is defined over basefield.)

ch :
It expresses the characteristic of basefield.

infpoint :
It expresses infinity point (i.e. [0]).

a1, a2, a3, a4, a6 :
It expresses the coefficients a1, a2, a3, a4, a6.

b2, b4, b6, b8 :
It expresses the coefficients b2, b4, b6, b8.

c4, c6 :
It expresses the coefficients c4, c6.

disc :
It expresses the discriminant of self.
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j :
It expresses the j-invariant of self.

coefficient :
It expresses the weierstrassform of self.
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Methods

4.2.1.1 simple – simplify the curve coefficient

simple(self) → ECGeneric

Return elliptic curve corresponding to the short Weierstrass form of self by
changing the coordinates.

4.2.1.2 changeCurve – change the curve by coordinate change

changeCurve(self, V: list) → ECGeneric

Return elliptic curve corresponding to the curve obtained by some coordinate
change x = u2x′ + r, y = u3y′ + su2x′ + t.

For u 6= 0, the coordinate change gives some curve which is basefield-
isomorphic to self.

V must be a list of the form [u, r, s, t], where u, r, s, t are in basefield.

4.2.1.3 changePoint – change coordinate of point on the curve

changePoint(self, P: point, V: list) → point

Return the point corresponding to the point obtained by the coordinate
change x′ = (x− r)u−2, y′ = (y − s(x− r) + t)u−3.

Note that the inverse coordinate change is x = u2x′+r, y = u3y′+su2x′+t.See
changeCurve.

V must be a list of the form [u, r, s, t], where u, r, s, t are in basefield.u must
be non-zero.

4.2.1.4 coordinateY – Y-coordinate from X-coordinate

coordinateY(self, x: FieldElement) → FieldElement / False

Return Y-coordinate of the point on self whose X-coordinate is x.

The output would be one Y-coordinate (if a coordinate is found). If such a
Y-coordinate does not exist, it returns False.
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4.2.1.5 whetherOn – Check point is on curve

whetherOn(self, P: point) → bool

Check whether the point P is on self or not.

4.2.1.6 add – Point addition on the curve

add(self, P: point, Q: point) → point

Return the sum of the point P and Q on self.

4.2.1.7 sub – Point subtraction on the curve

sub(self, P: point, Q: point) → point

Return the subtraction of the point P from Q on self.

4.2.1.8 mul – Scalar point multiplication on the curve

mul(self, k: integer, P: point) → point

Return the scalar multiplication of the point P by a scalar k on self.

4.2.1.9 divPoly – division polynomial

divPoly(self, m: integer=None) → FieldPolynomial/(f: list, H: integer)

Return the division polynomial.

If m is odd, this method returns the usual division polynomial. If m is even,
return the quotient of the usual division polynomial by 2y + a1x+ a3.
†If m is not specified (i.e. m=None), then return (f, H). H is the least prime sat-
isfying

∏
2≤l≤H, l:prime l > 4

√
q, where q is the order of basefield. f is the list

of k-division polynomials up to k ≤ H. These are used for Schoof’s algorithm.
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4.2.2 ECoverQ – elliptic curve over rational field
The class is for elliptic curves over the rational field Q (RationalField in
nzmath.rational).
The class is a subclass of ECGeneric.

Initialize (Constructor)

ECoverQ(coefficient: weierstrassform) → ECoverQ

Create elliptic curve over the rational field.

All elements of coefficient must be integer or Rational.
See weierstrassform for more information about coefficient.

Examples

>>> E = elliptic.ECoverQ([ratinal.Rational(1, 2), 3])

>>> print(E.disc)

-3896/1

>>> print(E.j)

1728/487
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Methods

4.2.2.1 point – obtain random point on curve

point(self, limit: integer=1000) → point

Return a random point on self.

limit expresses the time of trying to choose points. If failed, raise ValueError.
†Because it is difficult to search the rational point over the rational field, it might
raise error with high frequency.

Examples

>>> print(E.changeCurve([1, 2, 3, 4]))

y ** 2 + 6/1 * x * y + 8/1 * y = x ** 3 - 3/1 * x ** 2 - 23/2 * x - 4/1

>>> E.divPoly(3)

FieldPolynomial([(0, Rational(-1, 4)), (1, Rational(36, 1)), (2, Rational(3, 1)

), (4, Rational(3, 1))], RationalField())
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4.2.3 ECoverGF – elliptic curve over finite field
The class is for elliptic curves over a finite field, denoted by Fq (FiniteField
and its subclasses in nzmath).
The class is a subclass of ECGeneric.

Initialize (Constructor)

ECoverGF( coefficient: weierstrassform, basefield: FiniteField )
→ ECoverGF

Create elliptic curve over a finite field.

All elements of coefficient must be in basefield. basefield should be an in-
stance of FiniteField.
See weierstrassform for more information about coefficient.

Examples

>>> E = elliptic.ECoverGF([2, 5], finitefield.FinitePrimeField(11))

>>> print(E.j)

7 in F_11

>>> E.whetherOn([8, 4])

True

>>> E.add([3, 4], [9, 9])

[FinitePrimeFieldElement(0, 11), FinitePrimeFieldElement(4, 11)]

>>> E.mul(5, [9, 9])

[FinitePrimeFieldElement(0, 11)]
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Methods

4.2.3.1 point – find random point on curve

point(self) → point

Return a random point on self.

This method uses a probabilistic algorithm.

4.2.3.2 naive – Frobenius trace by naive method

naive(self) → integer

Return Frobenius trace t by a naive method.

†The function counts up the Legendre symbols of all rational points on self.
Frobenius trace of the curve is t such that #E(Fq) = q + 1− t, where #E(Fq)
stands for the number of points on self over self.basefield Fq.

The characteristic of self.basefield must not be 2 nor 3.

4.2.3.3 Shanks_Mestre – Frobenius trace by Shanks and Mestre
method

Shanks_Mestre(self) → integer

Return Frobenius trace t by Shanks and Mestre method.

†This uses the method proposed by Shanks and Mestre. †See Algorithm 7.5.3
of [15] for more information about the algorithm.
Frobenius trace of the curve is t such that #E(Fq) = q + 1− t, where #E(Fq)
stands for the number of points on self over self.basefield Fq.

self.basefield must be an instance of FinitePrimeField.

4.2.3.4 Schoof – Frobenius trace by Schoof’s method

Schoof(self) → integer

Return Frobenius trace t by Schoof’s method.

†This uses the method proposed by Schoof.
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Frobenius trace of the curve is t such that #E(Fq) = q + 1− t, where #E(Fq)
stands for the number of points on self over self.basefield Fq.

4.2.3.5 trace – Frobenius trace

trace(self, r: integer=None) → integer

Return Frobenius trace t.

Frobenius trace of the curve is t such that #E(Fq) = q+1− t, where #E(Fq)
stands for the number of points on self over self.basefield Fq.
If positive r given, it returns qr + 1−#E(Fqr ).
†The method selects algorithms by investigating self.ch when self.basefield
is an instance of FinitePrimeField. If ch<1000, the method uses naive.
If 104 < ch < 1030, the method uses Shanks_Mestre. Otherwise, it uses
Schoof.

The parameter r must be positive integer.

4.2.3.6 order – order of group of rational points on the curve

order(self, r: integer=None) → integer

Return order #E(Fq) = q + 1− t.

If positive r given, this computes #E(Fq
r) instead.

†On the computation of Frobenius trace t, the method calls trace.

The parameter r must be positive integer.

4.2.3.7 pointorder – order of point on the curve

pointorder(self, P: point, ord_factor: list=None) → integer

Return order of a point P.

†The method uses factorization of order.
If ord_factor is given, computation of factorizing the order of self is omitted
and it applies ord_factor instead.
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4.2.3.8 TatePairing – Tate Pairing

TatePairing(self, m: integer, P: point, Q: point ) → FiniteFieldElement

Return Tate-Lichetenbaum pairing 〈P, Q〉m.

†The method uses Miller’s algorithm.
The image of the Tate pairing is F∗

q/F∗
q
m, but the method returns an element of

Fq, so the value is not uniquely defined. If uniqueness is needed, use TatePair-
ing_Extend.

The point P has to be a m-torsion point (i.e. mP =[0]). Also, the number m

must divide order.

4.2.3.9 TatePairing_Extend – Tate Pairing with final exponentia-
tion

TatePairing_Extend(self, m: integer, P: point, Q: point )
→ FiniteFieldElement

Return Tate Pairing with final exponentiation, i.e. 〈P, Q〉m
(q−1)/m.

†The method calls TatePairing.

The point P has to be a m-torsion point (i.e. mP =[0]). Also the number m

must divide order.
The output is in the group generated by m-th root of unity in F∗

q .

4.2.3.10 WeilPairing – Weil Pairing

WeilPairing(self, m: integer, P: point, Q: point ) → FiniteFieldElement

Return Weil pairing em(P, Q).

†The method uses Miller’s algorithm.

The points P and Q has to be a m-torsion point (i.e. mP = mQ =[0]). Also,
the number m must divide order.

The output is in the group generated by m-th root of unity in F∗
q .

4.2.3.11 BSGS – point order by Baby-Step and Giant-Step

BSGS(self, P: point ) → integer

Return order of point P by Baby-Step and Giant-Step method.
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†See [19] for more information about the algorithm.

4.2.3.12 DLP_BSGS – solve Discrete Logarithm Problem by Baby-
Step and Giant-Step

DLP_BSGS(self, n: integer, P: point, Q: point ) → m: integer

Return m such that Q = mP by Baby-Step and Giant-Step method.

The points P and Q has to be a n-torsion point (i.e. nP = nQ =[0]). Also,
the number n must divide order.
The output m is an integer.

4.2.3.13 structure – structure of group of rational points

structure(self) → structure: tuple

Return the group structure of self.

The structure of E(Fq) is represented as Z/dZ × Z/nZ. The method uses
WeilPairing.

The output structure is a tuple of positive two integers (d, n). d divides n.

4.2.3.14 issupersingular – check supersingular curve

structure(self) → bool

Check whether self is a supersingular curve or not.

Examples

>>> E=nzmath.elliptic.ECoverGF([2, 5], nzmath.finitefield.FinitePrimeField(11))

>>> E.whetherOn([0, 4])

True

>>> print(E.coordinateY(3))

4 in F_11

>>> E.trace()

2

>>> E.order()

10
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>>> E.pointorder([3, 4])

10

>>> E.TatePairing(10, [3, 4], [9, 9])

FinitePrimeFieldElement(3, 11)

>>> E.DLP_BSGS(10, [3, 4], [9, 9])

6
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4.2.4 EC(function)

EC(coefficient: weierstrassform, basefield: Field)
→ ECGeneric

Create an elliptic curve object.

All elements of coefficient must be in basefield.
basefield must be RationalField or FiniteField or their subclasses. See also
weierstrassform for coefficient.
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4.3 finitefield – Finite Field
• Classes

– †FiniteField

– †FiniteFieldElement

– FinitePrimeField

– FinitePrimeFieldElement

– ExtendedField

– ExtendedFieldElement
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4.3.1 †FiniteField – finite field, abstract
有限体のクラスについて考える。直接的にクラスを扱うのではなく、FinitePrime-
Fieldや ExtendedFieldのサブクラスとして扱う。
クラスとは Fieldのサブクラスのことである。
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4.3.2 †FiniteFieldElement – element in finite field, ab-
stract

有限体の要素のクラスについて考える。直接的にクラスを扱うのではなく、FinitePrime-
FieldElementや ExtendedFieldElementのサブクラスとして扱う。
クラスとは Fieldのサブクラスのことである。
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4.3.3 FinitePrimeField – finite prime field
Finite prime field is also known as Fp or GF(p). It has prime number cardinality.

The class is a subclass of FiniteField.

Initialize (Constructor)

FinitePrimeField(characteristic: integer) → FinitePrimeField

Create a FinitePrimeField instance with the given characteristic. characteristic
must be positive prime integer.

Attributes

zero :
It expresses the additive unit 0. (read only)

one :
It expresses the multiplicative unit 1. (read only)

Operations

operator explanation
F==G equality test.
x in F membership test.
card(F) Cardinality of the field.
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Methods

4.3.3.1 createElement – create element of finite prime field

createElement(self, seed: integer) → FinitePrimeFieldElement

　 seedの FinitePrimeFieldElementを作る。
seedは int型。

4.3.3.2 getCharacteristic – get characteristic

getCharacteristic(self) → integer

体の標数の値を返す。

4.3.3.3 issubring – subring test

issubring(self, other: Ring) → bool

他の環が部分環として体に含まれているか教えてくれる。

4.3.3.4 issuperring – superring test

issuperring(self, other: Ring) → bool

Report whether the field is a superring of another ring.
Since the field is a prime field, it can be a superring of itself only.
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4.3.4 FinitePrimeFieldElement – element of finite prime
field

The class provides elements of finite prime fields.
It is a subclass of FiniteFieldElement and IntegerResidueClass.

Initialize (Constructor)

FinitePrimeFieldElement(representative: integer, modulus: integer)
→ FinitePrimeFieldElement

Create element in finite prime field of modulus with residue representative.
modulusは正の素数の整数である。

Operations

operator explanation
a+b addition.
a-b subtraction.
a*b multiplication.
a**n,pow(a,n) power.
-a negation.
+a make a copy.
a==b equality test.
a!=b inequality test.
repr(a) return representation string.
str(a) return string.
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Methods

4.3.4.1 getRing – get ring object

getRing(self) → FinitePrimeField

Return an instance of FinitePrimeField to which the element belongs.

4.3.4.2 order – order of multiplicative group

order(self) → integer

Fp の乗法群の要素の配列を返す。
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4.3.5 ExtendedField – extended field of finite field
ExtendedField is a class for finite field, whose cardinality q = pn with a prime
p and n > 1. It is usually called Fq or GF(q).

The class is a subclass of FiniteField.

Initialize (Constructor)

ExtendedField(basefield: FiniteField, modulus: FiniteFieldPolyno-
mial)

→ ExtendedField

体の拡張を行う。 basefield[X]/(modulus(X)).
与えられたcharacteristicの有限素体のインスタンス。The modulusはbasefield

上の係数をもつ既約多項式でなければならない。

Attributes

zero :
It expresses the additive unit 0. (read only)

one :
It expresses the multiplicative unit 1. (read only)

Operations

operator explanation
F==G equality or not.
x in F membership test.
card(F) Cardinality of the field.
repr(F) representation string.
str(F) string.
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Methods

4.3.5.1 createElement – create element of extended field

createElement(self, seed: extended element seed) → ExtendedFieldElement

シードから体の要素を作る。その結果はExtendedFieldElementのインスタ
ンスである。

seedが成りうるのは:

• a FinitePrimeFieldPolynomial

• an integer, which will be expanded in card(basefield) and interpreted as a
polynomial.

• basefield element.

• 多項式の係数としてベースフィールドの要素が並ぶリスト。

4.3.5.2 getCharacteristic – get characteristic

getCharacteristic(self) → integer

体の標数の値を返す。

4.3.5.3 issubring – subring test

issubring(self, other: Ring) → bool

他の環が部分環として体を含んでいるか教えてくれる。

4.3.5.4 issuperring – superring test

issuperring(self, other: Ring) → bool

Report whether the field is a superring of another ring.

4.3.5.5 primitive_element – generator of multiplicative group

primitive_element(self) → ExtendedFieldElement

体の原始元の値を返す。
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4.3.6 ExtendedFieldElement – element of finite field
ExtendedFieldElement is a class for an element of Fq.

The class is a subclass of FiniteFieldElement.

Initialize (Constructor)

ExtendedFieldElement(representative: FiniteFieldPolynomial,
field: ExtendedField)

→ ExtendedFieldElement

有限拡張体の要素を作る。
representative must be an FiniteFieldPolynomial has same basefield. field
は拡張体のインスタンス。

Operations

operator explanation
a+b addition.
a-b subtraction.
a*b multiplication.
a/b inverse multiplication.
a**n,pow(a,n) power.
-a negation.
+a make a copy.
a==b equality test.
a!=b inequality test.
repr(a) return representation string.
str(a) return string.
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Methods

4.3.6.1 getRing – get ring object

getRing(self) → FinitePrimeField

ある要素が入っている有限素体のインスタンスを返す。

4.3.6.2 inverse – inverse element

inverse(self) → ExtendedFieldElement

逆元の値を返す。
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4.4 group – algorithms for finite groups
• Classes

– Group

– GroupElement

– GenerateGroup

– AbelianGenerate
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4.4.1 †Group – group structure

Initialize (Constructor)

Group(value: class, operation: int=-1) → Group

Create an object which wraps value (typically a ring or a field) only to expose
its group structure.

The instance has methods defined for (abstract) group. For example, identity
returns the identity element of the group from wrapped value.

value must be an instance of a class expresses group structure. operation
must be 0 or 1; If operation is 0, value is regarded as the additive group. On
the other hand, if operation is 1, value is considered as the multiplicative group.
The default value of operation is 0.
†You can input an instance of Group itself as value. In this case, the default
value of operation is the attribute operation of the instance.

Attributes

entity :
The wrapped object.

operation :
It expresses the mode of operation; 0 means additive, while 1 means mul-
tiplicative.

Operations

operator explanation
A==B Return whether A and B are equal or not.
A!=B Check whether A and B are not equal.
repr(A) representation
str(A) simple representation

Examples

>>> G1=group.Group(finitefield.FinitePrimeField(37), 1)

>>> print(G1)

F_37

>>> G2=group.Group(intresidue.IntegerResidueClassRing(6), 0)
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>>> print(G2)

Z/6Z

122



Methods

4.4.1.1 setOperation – change operation

setOperation(self, operation: int) → (None)

群のタイプを加法 (0)または乗法 (1)に変える。

operationは 0または 1。

4.4.1.2 †createElement – generate a GroupElement instance

createElement(self, *value) → GroupElement

Return GroupElement object whose group is self, initialized with value.

†この方法は selfと呼ぶ。linkingtwogroupGroupentity.createElement.

value must fit the form of argument for self.entity.createElement.

4.4.1.3 †identity – identity element

identity(self) → GroupElement

群の単位元の値を返す。
　
　 operationによって０ (加法)または１ (乗法) を返す。†この方法は param-

self.entityと呼ばれている。identityまたは entityが属性をもたないときは０か
１を返す。

4.4.1.4 grouporder – order of the group

grouporder(self) → int

paramselfの要素の個数の値を返す。.

†この方法は selfと呼ばれている。entity.grouporder, card or __len__.
ここではこの群は有限と考え、返す値は int型である。もしこの群が無限の場合、
この方法では出力は定義できない。
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Examples

>>> G1=group.Group(finitefield.FinitePrimeField(37), 1)

>>> G1.grouporder()

36

>>> G1.setOperation(0)

>>> print(G1.identity())

FinitePrimeField,0 in F_37

>>> G1.grouporder()

37
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4.4.2 GroupElement – elements of group structure

Initialize (Constructor)

GroupElement(value: class, operation: int=-1) → GroupElement

Create an object which wraps value (typically a ring element or a field ele-
ment) to make it behave as an element of group.

The instance has methods defined for an (abstract) element of group. For
example, inverse returns the inverse element of value as the element of group
object.

value must be an instance of a class expresses an element of group structure.
operation must be 0 or 1; If operation is 0, value is regarded as the additive
group. On the other hand, if operation is 1, value is considered as the multi-
plicative group. The default value of operation is 0.
†You can input an instance of GroupElement itself as value. In this case, the
default value of operation is the attribute operation of the instance.

Attributes

entity :
The wrapped object.

set :
It is an instance of Group, which expresses the group to which self be-
longs.

operation :
It expresses the mode of operation; 0 means additive, while 1 means mul-
tiplicative.

Operations

operator explanation
A==B Return whether A and B are equal or not.
A!=B Check whether A and B are not equal.
A.ope(B) Basic operation (additive +, multiplicative ∗)
A.ope2(n) Extended operation (additive ∗, multiplicative ∗∗)
A.inverse() Return the inverse element of self
repr(A) representation
str(A) simple representation
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Examples

>>> G1=group.GroupElement(finitefield.FinitePrimeFieldElement(18, 37), 1)

>>> print(G1)

FinitePrimeField,18 in F_37

>>> G2=group.Group(intresidue.IntegerResidueClass(3, 6), 0)

IntegerResidueClass(3, 6)
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Methods

4.4.2.1 setOperation – change operation

setOperation(self, operation: int) → (None)

群のタイプを加法 (0)または乗法 (1)に変える。

operationは 0か 1。

4.4.2.2 †getGroup – generate a Group instance

getGroup(self) → Group

Return Group object to which self belongs.

†This method calls self.entity.getRing or getGroup.
†In an initialization of GroupElement, the attribute set is set as the value
returned from the method.

4.4.2.3 order – order by factorization method

order(self) → int

selfの位数の値を返す。

†この方法は群の位数の因数分解を使う。
†ここではこの群は有限と考え、 返す値は int型である。†もしここの群が無限
ならば、この方法はエラーを返すか有効でない値を返す。

4.4.2.4 t_order – order by baby-step giant-step

t_order(self, v: int=2) → int

selfの位数の値を返す。

†この方法は Terry’s baby-step giant-step algorithmを使う。
この方法は群の位数を使わない。vに baby-stepの数を入れる。†ここではこの群
は有限と考え、 返す値は int型である。†もしここの群が無限ならば、この方法
はエラーを返すか有効でない値を返す。
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vは int型の整数。

Examples

>>> G1=group.GroupElement(finitefield.FinitePrimeFieldElement(18, 37), 1)

>>> G1.order()

36

>>> G1.t_order()

36
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4.4.3 †GenerateGroup – group structure with generator

Initialize (Constructor)

GenerateGroup(value: class, operation: int=-1) → GroupElement

Create an object which is generated by value as the element of group struc-
ture.

This initializes a group ‘including’ the group elements, not a group with gen-
erators, now. We do not recommend using this module now. The instance has
methods defined for an (abstract) element of group. For example, inverse re-
turns the inverse element of value as the element of group object.
The class inherits the class Group.

value must be a list of generators. Each generator should be an instance of
a class expresses an element of group structure. operation must be 0 or 1; If
operation is 0, value is regarded as the additive group. On the other hand, if
operation is 1, value is considered as the multiplicative group. The default value
of operation is 0.

Examples

>>> G1=group.GenerateGroup([intresidue.IntegerResidueClass(2, 20),

... intresidue.IntegerResidueClass(6, 20)])

>>> G1.identity()

intresidue.IntegerResidueClass(0, 20)
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4.4.4 AbelianGenerate – abelian group structure with gen-
erator

Initialize (Constructor)

GenerateGroupのクラスを継承する。

4.4.4.1 relationLattice – relation between generators

relationLattice(self) → Matrix

格子原理関係にある数のリストを返す。as a square matrix each of whose column
vector is a relation basis.

関係の原理 V は ∏
i generatoriVi = 1を充たす。

4.4.4.2 computeStructure – abelian group structure

computeStructure(self) → tuple

有限アーベル群構造を計算する。

　もし self G ' ⊕i < hi >で、 [(h1, ord(h1)),..(hn, ord(hn))]と #Gを返す。
< hi >は変数 hi の巡回群。

出力は二つずつ要素を持つ三つの組である。; 最初の要素は hiとのそ位数のリ
ストである。, また、二番目の要素は群の位数である。

Examples

>>> G=AbelianGenerate([intresidue.IntegerResidueClass(2, 20),

... intresidue.IntegerResidueClass(6, 20)])

>>> G.relationLattice()

10 7

0 1

>>> G.computeStructure()

([IntegerResidueClassRing,IntegerResidueClass(2, 20), 10)], 10)
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4.5 imaginary – complex numbers and its func-
tions

このモジュールimaginaryでは複素数に扱う。この関数は主に cmath標準モジュー
ルと対応している。.

• Classes

– ComplexField

– Complex

– †ExponentialPowerSeries

– †AbsoluteError

– †RelativeError

• Functions

– exp

– expi

– log

– sin

– cos

– tan

– sinh

– cosh

– tanh

– atanh

– sqrt

このモジュールは以下の内容も扱う。:

e :
This constant is obsolete (Ver 1.1.0).

pi :
This constant is obsolete (Ver 1.1.0).

j :
j is the imaginary unit.

theComplexField :
theComplexField is the instance of ComplexField.
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4.5.1 ComplexField – field of complex numbers
クラスは複素数上の体である。このクラスは一つのインスタンス theComplex-
Fieldを持つ。
　このクラスは Fieldのサブクラスである。

Initialize (Constructor)

ComplexField() → ComplexField

複素数体のインスタンスを作る。もしインスタンスを作りたくない場合は、
theComplexField.

Attributes

zero :
It expresses The additive unit 0. (read only)

one :
It expresses The multiplicative unit 1. (read only)

Operations

operator explanation
in membership test; return whether an element is in or not.
repr return representation string.
str return string.
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Methods

4.5.1.1 createElement – create Imaginary object

createElement(self, seed: integer) → Integer

seedの複素数オブジェクトを返す。.

seedは複素数か複素数を埋め込んだ数でなければない。

4.5.1.2 getCharacteristic – get characteristic

getCharacteristic(self) → integer

標数か０を返す。.

4.5.1.3 issubring – subring test

issubring(self, aRing: Ring) → bool

他の環が複素数体上に部分環として含まれているか教えてくれる。

4.5.1.4 issuperring – superring test

issuperring(self, aRing: Ring) → bool

複素数体が他の環を部分環として含んでいるか教えてくれる。
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4.5.2 Complex – a complex number
Complexとは複素数のクラスである。どのインスタスも二つの数を持つ。すまわ
ちある数の実部と虚部である。
　このクラスは FieldElementのサブクラスである。
All implemented operators in this class are delegated to complex type.

Initialize (Constructor)

Complex(re: number im: number=0 ) → Imaginary

複素数を作る。
reは実数でも虚数でも構わない。もし reが実数で imが与えられていないと、虚
数は０ということである。

Attributes

real :
複素数の実数部分を表す。

imag :
複素数の虚数部分を表す。
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Methods

4.5.2.1 getRing – get ring object

getRing(self) → ComplexField

複素数体のインスタンスを返す。

4.5.2.2 arg – argument of complex

arg(self) → radian

Return the angle between the x-axis and the number in the Gaussian plane.
radianは Float型。

4.5.2.3 conjugate – complex conjugate

conjugate(self) → Complex

ある数の複素共役の値を返す。

4.5.2.4 copy – copied number

copy(self) → Complex

ある数自身の値を返す。

4.5.2.5 inverse – complex inverse

inverse(self) → Complex

ある数の逆数の値を返す。
　入力されて数が０のとき、ZeroDivisionErrorを返す。
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4.5.3 ExponentialPowerSeries – exponential power series
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.4 AbsoluteError – absolute error
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.5 RelativeError – relative error
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.6 exp(function) – exponential value
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.7 expi(function) – imaginary exponential value
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.8 log(function) – logarithm
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.9 sin(function) – sine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.10 cos(function) – cosine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.11 tan(function) – tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.12 sinh(function) – hyperbolic sine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.13 cosh(function) – hyperbolic cosine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.14 tanh(function) – hyperbolic tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).
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4.5.15 atanh(function) – hyperbolic arc tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.5.16 sqrt(function) – square root
This function is obsolete (Ver 1.1.0).
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4.6 intresidue – integer residue
intresidue module provides integer residue classes or Z/mZ.

• Classes

– IntegerResidueClass

– IntegerResidueClassRing
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4.6.1 IntegerResidueClass – integer residue class
このクラスはCommutativeRingElementのサブクラスである。

Initialize (Constructor)

IntegerResidueClass(representative: integer, modulus: integer)
→ Integer

Create a residue class of modulus with residue representative.
modulusは正の整数。

Operations

operator explanation
a+b addition.
a-b subtraction.
a*b multiplication.
a/b division.
a**i,pow(a,i) power.
-a negation.
+a make a copy.
a==b equality or not.
a!=b inequality or not.
repr(a) return representation string.
str(a) return string.

139



Methods

4.6.1.1 getRing – get ring object

getRing(self) → IntegerResidueClassRing

環を返す。

4.6.1.2 getResidue – get residue

getResidue(self) → integer

余りの値を返す。

4.6.1.3 getModulus – get modulus

getModulus(self) → integer

係数の値を返す。.

4.6.1.4 inverse – inverse element

inverse(self) → IntegerResidueClass

逆元を持つときは逆元の値を返し、さもなければ ValueErrorを返す。

4.6.1.5 minimumAbsolute – minimum absolute representative

minimumAbsolute(self) → Integer

クラスの代表的な最小な絶対値を返す。

4.6.1.6 minimumNonNegative – smallest non-negative representa-
tive

minimumNonNegative(self) → Integer

residueクラスの代表的な最小の整数の要素を返す。 †この方法はエイリアス
を持ち、整数より名前がつけられた。
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4.6.2 IntegerResidueClassRing – ring of integer residue
このクラスは integer residue classesの環である。
このクラスはCommutativeRingのサブクラスである。

Initialize (Constructor)

IntegerResidueClassRing(modulus: integer) → IntegerResidueClassRing

IntegerResidueClassRingのインスタンスを作る。The argument modulus = m
specifies an ideal mZ.

Attributes

zero :
加法のおける０を表す。 （読み込むときのみ）

one :
乗法における１を表す。（読み込むときのみ）

Operations

operator explanation
R==A ring equality.
card(R) return cardinality. See also compatibility module.
e in R return whether an element is in or not.
repr(R) return representation string.
str(R) return string.
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Methods

4.6.2.1 createElement – create IntegerResidueClass object

createElement(self, seed: integer) → Integer

IntegerResidueClass の seedいおけるインスタンスを返す。.

4.6.2.2 isfield – field test

isfield(self) → bool

もし係数が素数ならばTureをさもなければFalseを返す。Since a finite domain
is a field, other ring property tests are merely aliases of isfield; they are isdomain,
iseuclidean, isnoetherian, ispid, isufd.

4.6.2.3 getInstance – get instance of IntegerResidueClassRing

getInstance(cls, modulus: integer) → IntegerResidueClass

ある特定の係数のクラスのインスタンスを返す。これはクラスの方法である。:
IntegerResidueClassRing.getInstance(3)

to create a Z/3Z object, for example.
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4.7 lattice – Lattice
• Classes

– Lattice

– LatticeElement

• Functions

– LLL

4.7.1 Lattice – lattice
Initialize (Constructor)

Lattice( basis: RingSquareMatrix, quadraticForm: RingSquareMatrix)
→ Lattice

Create Lattice object.

Attributes

basis : The basis of self lattice.

quadraticForm : The quadratic form corresponding the inner product.
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Methods

4.7.1.1 createElement – create element

createElement(self, compo: list) → LatticeElement

Create the element which has coefficients with given compo.

4.7.1.2 bilinearForm – bilinear form

bilinearForm(self, v_1: Vector, v_2: Vector ) → integer

Return the inner product of v1 and v2 with quadraticForm.

4.7.1.3 isCyclic – Check whether cyclic lattice or not

isCyclic(self) → bool

Check whether self lattice is a cyclic lattice or not.

4.7.1.4 isIdeal – Check whether ideal lattice or not

isIdeal(self) → bool

Check whether self lattice is an ideal lattice or not.
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4.7.2 LatticeElement – element of lattice
Initialize (Constructor)

LatticeElement( lattice: Lattice, compo: list, ) → LatticeElement

Create LatticeElement object.

Elements of lattices are represented as linear combinations of basis. The class
inherits Matrix. Then, intances are regarded as n×1 matrix whose coefficients
consist of compo, where n is the dimension of lattice.

lattice is an instance of Lattice object. compo is coeeficients list of basis.

Attributes

lattice : the lattice which includes self
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Methods

4.7.2.1 getLattice – Find lattice belongs to

getLattice(self) → Lattice

Obtain the Lattice object corresponding to self.
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4.7.3 LLL(function) – LLL reduction

LLL(M: RingSquareMatrix) → L: RingSquareMatrix, T: RingSquareMatrix

Return LLL-reduced basis for the given basis M.

The output L is the LLL-reduced basis. T is the transportation matrix from
the original basis to the LLL-reduced basis.

Examples

>>> M=mat.Matrix(3,3,[1,0,12,0,1,26,0,0,13]);

>>> lat.LLL(M);

([1, 0, 0]+[0, 1, 0]+[0, 0, 13], [1, 0, -12]+[0, 1, -26]+[0, 0, 1])
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4.8 matrix – 行列
• Classes

– Matrix
– SquareMatrix
– RingMatrix
– RingSquareMatrix
– FieldMatrix
– FieldSquareMatrix
– MatrixRing
– Subspace

• Functions

– createMatrix
– identityMatrix
– unitMatrix
– zeroMatrix

matrixモジュールにもいくつかの例外クラスがある.

MatrixSizeError : 入力された行列のサイズが矛盾していると報告.

VectorsNotIndependent : 列ベクトルが一次独立でないと報告.

NoInverseImage : 逆像が存在しないことを報告.

NoInverse : その行列が可逆でないことを報告.

このモジュールは以下のタイプを使うことができる:

compo : compo は以下のどれかの形式でなければならない.

• [1,2]+[3,4]+[5,6]のような連結された行のリスト.
• [[1,2], [3,4], [5,6]]のような行のリストのリスト.
• [(1, 3, 5), (2, 4, 6)]のような列のタプルのリスト.
• [vector.Vector([1, 3, 5]) , vector.Vector([2, 4, 6])]のような長さの等
しい列ベクトルのリスト.

これらの例はすべて以下の行列を表している:

1 2
3 4
5 6
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4.8.1 Matrix – 行列
Initialize (Constructor)

Matrix(row: integer, column: integer, compo: compo=0, coeff_ring:
CommutativeRing=0)

→ Matrix

新しい行列オブジェクトを作成.

†この作成されたオブジェクトは自動的に自身のクラスを次に述べるクラスのう
ちの一つに変える: RingMatrix, RingSquareMatrix, FieldMatrix, Field-
SquareMatrix.

入力すると行列のサイズと係数環を調べ自動的に自身のクラスを決定. row と
columnは整数,coeff_ringはRingのインスタンスでなければならない. compo
についての情報は compoを参照. compoを省略すると,全て 0のリストである
とみなされる.
予想される入力と出力のリストは以下の通り:

• Matrix(row, column, compo, coeff_ring)
→ 成分は compo,係数環は coeff_ringである row×columnの行列.

• Matrix(row, column, compo)
→ 成分が compoである row×columnの行列 (係数環は自動的に決定).

• Matrix(row, column, coeff_ring)
→係数環がcoeff_ringであるrow×columnの行列 (すべての成分はcoeff_ring
上で 0).

• Matrix(row, column)
→ 係数環は Integer,すべての成分は 0である row×columnの行列.

Attributes

row : 行列の行数.

column : 行列の列数.

coeff_ring : 行列の係数環.

compo : 行列の成分.
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operator explanation
M==N Mと Nが等しいかそうでないか返す.
M[i, j] 行列 Mの i行目 j列目の成分を返す.
M[i] 行列 Mの i列目の列ベクトルを返す.
M[i, j]=c 行列 Mの i行目 j列目の成分を cに置き換える.
M[j]=c 行列 Mの i列目の列ベクトルを cに置き換える.
c in M 成分 cが行列 Mに入っているかどうか返す.
repr(M) 行列 Mの repr文字列を返す.

文字列は行ベクトルのリストの連結リストを表している.
str(M) 行列 Mの string文字列を返す.

Operations

Examples

>>> A = matrix.Matrix(2, 3, [1,0,0]+[0,0,0])

>>> A.__class__.__name__

’RingMatrix’

>>> B = matrix.Matrix(2, 3, [1,0,0,0,0,0])

>>> A == B

True

>>> B[1, 1] = 0

>>> A != B

True

>>> B == 0

True

>>> A[1, 1]

1

>>> print(repr(A))

[1, 0, 0]+[0, 0, 0]

>>> print(str(A))

1 0 0

0 0 0
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Methods

4.8.1.1 map – 各成分に関数を適用
map(self, function: function) → Matrix

各成分に functionを適用した行列を返す.

†map関数は組み込み関数であるmapの類似である.

4.8.1.2 reduce – 繰り返し関数を適用
reduce(self, function: function, initializer: RingElement=None)

→ RingElement

左上から右下に functionを繰り返し適用する.それにより得られる単一の値を
返す

†reduce関数は組み込み関数である reduceの類似である.

4.8.1.3 copy – コピー作成
copy(self) → Matrix

selfのコピーを作成する.

†この関数によって作成された行列は selfと等しい行列だが,インスタンスとし
ては等しいわけではない.

4.8.1.4 set – 成分を設定
set(self, compo: compo) → (None)

compoとして compoのリストを設定.

compoは compoの形式でなければならない.
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4.8.1.5 setRow – m行目に行ベクトルを設定
setRow(self, m: integer, arg: list/Vector) → (None)

リストまたは Vectorである argを m行目として設定.

argの長さは self.columnと等しくなければならない.

4.8.1.6 setColumn – n列目に列ベクトルを設定
setColumn(self, n: integer, arg: list/Vector) → (None)

リストまたは Vectorである argを n列目として設定.

argの長さは self.rowと等しくなければならない.

4.8.1.7 getRow – i行目の行ベクトルを返す
getRow(self, i: integer) → Vector

selfの形式で i行目を返す.

この関数は (Vectorのインスタンスである)行ベクトルを返す.

4.8.1.8 getColumn – j列目の列ベクトルを返す
getColumn(self, j: integer) → Vector

selfの形式で j列目を返す.

この関数は (Vectorのインスタンスである)列ベクトルを返す.

4.8.1.9 swapRow – 二つの行ベクトルを交換
swapRow(self, m1: integer, m2: integer) → (None)

selfの m1行目の行ベクトルと m2行目の行ベクトルを交換.
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4.8.1.10 swapColumn – 二つの列ベクトルを交換
swapColumn(self, n1: integer, n2: integer) → (None)

selfの n1列目の列ベクトルと n2列目の列ベクトルを交換.

4.8.1.11 insertRow – 行ベクトルを挿入
insertRow(self, i: integer, arg: list/Vector/Matrix)

→ (None)

行ベクトル argを i行目 rowに挿入.

arg はリスト,Vector または Matrix でなければならない. その長さ (または
column)は selfの列の長さと等しくするべきである.

4.8.1.12 insertColumn – 列ベクトル挿入
insertColumn(self, j: integer, arg: list/Vector/Matrix)

→ (None)

列ベクトル argを j列目 columnに挿入.

argは,VectorまたはMatrixのリストでなければならない. その長さ (または
row)は selfの行の長さと等しくするべきである.

4.8.1.13 extendRow – 行ベクトルを伸張
extendRow(self, arg: list/Vector/Matrix) → (None)

selfに行ベクトル argを結合 (垂直方向に).

この関数は selfの最後の行ベクトルの次に argを結合. つまり extendRow(arg)
は insertRow(self.row+1, arg)と同じ.

argは,VectorまたはMatrixのリストでなければならない. その長さ (または
column)selfの列と等しくするべきである.

4.8.1.14 extendColumn – 列ベクトルを伸張
extendColumn(self, arg: list/Vector/Matrix) → (None)

selfに列ベクトル argを結合 (水平方向に).
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この関数は self の最後の列ベクトルの次に arg を結合. つまり extendCol-
umn(arg)は (self.column+1, arg)と同じ.

argは VectorまたはMatrixのリストでなければならない. その長さ (または
row)は selfの行と等しくするべきである.

4.8.1.15 deleteRow – 行ベクトルを削除
deleteRow(self, i: integer) → (None)

i行目の行ベクトルを削除.

4.8.1.16 deleteColumn – 列ベクトルを削除
deleteColumn(self, j: integer) → (None)

j列目の列ベクトルを削除.

4.8.1.17 transpose – 転置行列
transpose(self) → Matrix

selfの転置行列を返す.

4.8.1.18 getBlock – ブロック行列
getBlock(self, i: integer, j: integer, row: integer, column: inte-
ger=None)

→ Matrix

(i, j)成分からの row×column行列を返す.

もし columnが省略されたら,columnは rowと同じ値とみなす.

4.8.1.19 subMatrix – 部分行列
subMatrix(self, I: integer, J: integerNone) → Matrix

subMatrix(self, I: list, J: list=None) → Matrix

この関数は二つの意味がある.
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• Iと Jは整数:
I列目と J行目を削除した部分行列を返す.

• Iと Jはリスト:
列 Iと行 Jで指定された selfの成分から構成された部分行列を返す.

もし Jを省略すると,Jは Iと同じ値とみなす.

Examples

>>> A = matrix.Matrix(2, 3, [1,2,3]+[4,5,6])

>>> A

[1, 2, 3]+[4, 5, 6]

>>> A.map(complex)

[(1+0j), (2+0j), (3+0j)]+[(4+0j), (5+0j), (6+0j)]

>>> A.reduce(max)

6

>>> A.swapRow(1, 2)

>>> A

[4, 5, 6]+[1, 2, 3]

>>> A.extendColumn([-2, -1])

>>> A

[4, 5, 6, -2]+[1, 2, 3, -1]

>>> B = matrix.Matrix(3, 3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9])

>>> B.subMatrix(2, 3)

[1, 2]+[7, 8]

>>> B.subMatrix([2, 3], [1, 2])

[4, 5]+[7, 8]

155



4.8.2 SquareMatrix – 正方行列
Initialize (Constructor)

SquareMatrix(row: integer, column: integer=0, compo: compo=0,
coeff_ring: CommutativeRing=0)

→ SquareMatrix

新しい正方行列オブジェクトを作成.

SquareMatrixはMatrixのサブクラス. †この作成されたオブジェクトは自
動的に自身のクラスを次に述べるクラスの内のひとつに変える: RingMatrix,
RingSquareMatrix, FieldMatrix, FieldSquareMatrix.

入力すると行列のサイズと係数環を調べることにより自動的にそのクラスを決
定. rowと columnは整数,coeff_ringはRingのインスタンスでなければならな
い. compoに関する情報は compoを参照. compoを省略すると,全て 0のリス
トであるとみなされる.
.
予想される入力と出力のリストは以下の通り:

• Matrix(row, compo, coeff_ring)
→ 成分は compo,係数環は coeff_ringの row次正方行列

• Matrix(row, compo)
→ 成分は compoの (係数環は自動的に決定)row次正方行列

• Matrix(row, coeff_ring)
→ 係数環は coeff_ringの (すべての成分は coeff_ring上の 0.)row次正方
行列

• Matrix(row)
→ (係数環は整数.すべての成分は 0.)row次正方行列

†Matrixとして初期化できるが,その場合 columnは rowと同じでなければなら
ない.
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Methods

4.8.2.1 isUpperTriangularMatrix – 上三角行列かどうか
isUpperTriangularMatrix(self) → True/False

selfが上三角行列かどうか返す.

4.8.2.2 isLowerTriangularMatrix – 下三角行列かどうか
isLowerTriangularMatrix(self) → True/False

selfが下三角行列かどうか返す.

4.8.2.3 isDiagonalMatrix – 対角行列かどうか
isDiagonalMatrix(self) → True/False

selfが対角行列かどうか返す.

4.8.2.4 isScalarMatrix – スカラー行列かどうか
isScalarMatrix(self) → True/False

selfがスカラー行列かどうか返す.

4.8.2.5 isSymmetricMatrix – 対称行列かどうか
isSymmetricMatrix(self) → True/False

selfが対称行列かどうか返す.

Examples

>>> A = matrix.SquareMatrix(3, [1,2,3]+[0,5,6]+[0,0,9])

>>> A.isUpperTriangularMatrix()
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True

>>> B = matrix.SquareMatrix(3, [1,0,0]+[0,-2,0]+[0,0,7])

>>> B.isDiagonalMatrix()

True
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4.8.3 RingMatrix – 成分が環に属する行列
RingMatrix(row: integer, column: integer, compo: compo=0, coeff_ring:
CommutativeRing=0)

→ RingMatrix

新しい係数が環に属する行列を作成.

RingMatrixはMatrixのサブクラス. 初期化に関する情報はMatrixを参照.

Operations

operator explanation
M+N Mと Nの行列の和を返す.
M-N Mと Nの行列の差を返す.
M*N Mと Nの行列の積を返す.Nは行列,ベクトルまたはスカラーでなければならない
M % d Mを dで割った余りを返す. dは 0でない整数でなければならい.
-M 各成分が Mの符号を変えた成分である行列を返す.
+M Mのコピーを返す.

Examples

>>> A = matrix.Matrix(2, 3, [1,2,3]+[4,5,6])

>>> B = matrix.Matrix(2, 3, [7,8,9]+[0,-1,-2])

>>> A + B

[8, 10, 12]+[4, 4, 4]

>>> A - B

[-6, -6, -6]+[4, 6, 8]

>>> A * B.transpose()

[50, -8]+[122, -17]

>>> -B * vector.Vector([1, -1, 0])

Vector([1, -1])

>>> 2 * A

[2, 4, 6]+[8, 10, 12]

>>> B % 3

[1, 2, 0]+[0, 2, 1]
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Methods

4.8.3.1 getCoefficientRing – 係数環を返す
getCoefficientRing(self) → CommutativeRing

selfの係数環を返す.

このメソッドは selfの全ての成分を調べ,coeff_ringを正しい係数環に設定.

4.8.3.2 toFieldMatrix – 係数環として体を設定
toFieldMatrix(self) → (None)

行列のクラスを係数環が現在の整域の商体になるように FieldMatrixまたは
FieldSquareMatrixに変える.

4.8.3.3 toSubspace – ベクトル空間としてみなす
toSubspace(self, isbasis: True/False=None) → (None)

行列のクラスを係数環が現在の整域の商体になるように Subspaceに変える.

4.8.3.4 hermiteNormalForm (HNF) – Hermite正規形
hermiteNormalForm(self) → RingMatrix

HNF(self) → RingMatrix

上三角行列である Hermite正規形 (HNF)を返す.

4.8.3.5 exthermiteNormalForm (extHNF) – 拡張Hermite正規形アル
ゴリズム

exthermiteNormalForm(self) → (RingSquareMatrix, RingMatrix)

extHNF(self) → (RingSquareMatrix, RingMatrix)

Hermite正規形 Mと self · U = Mを満たす Uを返す.
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この関数はRingSquareMatrixのインスタンスである UとRingMatrixの
インスタンスである Mのタプルである (U, M)を返す,.

4.8.3.6 kernelAsModule – Z加群としての核
kernelAsModule(self) → RingMatrix

Z加群としての核を返す.

この関数と kernelの違いは値として返されたそれぞれの値は整数であるとい
うこと.

Examples

>>> A = matrix.Matrix(3, 4, [1,2,3,4,5,6,7,8,9,-1,-2,-3])

>>> print(A.hermiteNormalForm())

0 36 29 28

0 0 1 0

0 0 0 1

>>> U, M = A.hermiteNormalForm()

>>> A * U == M

True

>>> B = matrix.Matrix(1, 2, [2, 1])

>>> print(B.kernelAsModule())

1

-2
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4.8.4 RingSquareMatrix – 各成分が環に属する正方行列
RingSquareMatrix(row: integer, column: integer=0, compo: compo=0,
coeff_ring: CommutativeRing=0)

→ RingMatrix

係数環が環に属する新しい正方行列を作成.

RingSquareMatrixRingMatrixと SquareMatrixのサブクラス. 初期化に関
する情報は SquareMatrixを参照.

Operations

operator explanation
M**c 行列 Mの c乗を返す.

Examples

>>> A = matrix.RingSquareMatrix(3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9])

>>> A ** 2

[30, 36, 42]+[66, 81, 96]+[102, 126, 150]

162



Methods

4.8.4.1 getRing – 行列の環を返す
getRing(self) → MatrixRing

selfの所属するMatrixRingを返す.

4.8.4.2 isOrthogonalMatrix – 直交行列かどうか
isOrthogonalMatrix(self) → True/False

selfが直交行列かどうか返す.

4.8.4.3 isAlternatingMatrix (isAntiSymmetricMatrix, isSkewSymmet-
ricMatrix) – 交代行列かどうか

isAlternatingMatrix(self) → True/False

selfが交代行列かどうか返す.

4.8.4.4 isSingular – 特異行列かどうか
isSingular(self) → True/False

selfが特異行列かどうか返す.

この関数は selfが 0かどうか明らかにする. 正則行列が自動的に逆行列を持つ
わけではないということに注意; 逆行列が存在するかどうかの性質は係数環に依
存する.

4.8.4.5 trace – トレース
trace(self) → RingElement

selfのトレースを返す.
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4.8.4.6 determinant – 行列式
determinant(self) → RingElement

selfの行列式を返す.

4.8.4.7 cofactor – 余因子
cofactor(self, i: integer, j: integer) → RingElement

(i, j)の余因子を返す.

4.8.4.8 commutator – 交換子
commutator(self, N: RingSquareMatrix element) → RingSquareMatrix

selfと Nの交換子を返す.

[M, N ]と表記される Mと Nの交換子は [M, N] = MN− NMと定義される.

4.8.4.9 characteristicMatrix – 特性行列
characteristicMatrix(self) → RingSquareMatrix

selfの特性行列を返す.

4.8.4.10 adjugateMatrix – 随伴行列
adjugateMatrix(self) → RingSquareMatrix

selfの随伴行列を返す.

Mに対する随伴行列は単位行列 E に対し MN = NM = (det M)E となる行列 N.

4.8.4.11 cofactorMatrix (cofactors) – 余因子行列
cofactorMatrix(self) → RingSquareMatrix

cofactors(self) → RingSquareMatrix
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selfの余因子行列を返す.

Mに対する余因子行列は Mの (i, j)成分が (i, j)余因子である行列. 余因子行
列は随伴行列の転置と同じ.

4.8.4.12 smithNormalForm (SNF, elementary_divisor) – Smith正規
形 (SNF)

smithNormalForm(self) → RingSquareMatrix

SNF(self) → RingSquareMatrix

elementary_divisor(self) → RingSquareMatrix

selfに対する Smith正規形 (SNF)の対角成分のリストを返す.

この関数は selfが非特異行列であることを仮定している.

4.8.4.13 extsmithNormalForm (extSNF) – Smith正規形 (SNF)

extsmithNormalForm(self) → (RingSquareMatrix, RingSquareMatrix, RingSquareMatrix)

extSNF(self) → RingSquareMatrix, RingSquareMatrix, RingSquareMatrix)

selfに対する Smith正規形である Mと U · self · V = Mを満たす U,Vを返す,.

Examples

>>> A = matrix.RingSquareMatrix(3, [3,-5,8]+[-9,2,7]+[6,1,-4])

>>> A.trace()

1

>>> A.determinant()

-243

>>> B = matrix.RingSquareMatrix(3, [87,38,80]+[13,6,12]+[65,28,60])

>>> U, V, M = B.extsmithNormalForm()

>>> U * B * V == M

True

>>> print(M)

4 0 0

0 2 0

0 0 1

>>> B.smithNormalForm()

[4, 2, 1]
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4.8.5 FieldMatrix – 各成分が体に属する行列
FieldMatrix(row: integer, column: integer, compo: compo=0, coeff_ring:
CommutativeRing=0)

→ RingMatrix

係数環が体に属する新しい行列を作成.

FieldMatrixはRingMatrixのサブクラス. 初期化に関する情報はMatrixを
参照.

Operations

operator explanation
M/d Mを dで割った商を返す.dはスカラー.
M//d Mを dで割った商を返す.dはスカラー.

Examples

>>> A = matrix.FieldMatrix(3, 3, [1,2,3,4,5,6,7,8,9])

>>> A / 210

1/210 1/105 1/70

2/105 1/42 1/35

1/30 4/105 3/70
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Methods

4.8.5.1 kernel – 核
kernel(self) → FieldMatrix

selfの核を返す.

出力は列ベクトルが核の基底となっている行列.
この関数は核が存在しなければ Noneを返す.

4.8.5.2 image – 像
image(self) → FieldMatrix

selfの像を返す.

出力は列ベクトルが像の基底となっている行列.
この関数は核が存在しなければ Noneを返す.

4.8.5.3 rank – 階数
rank(self) → integer

selfの階数を返す.

4.8.5.4 inverseImage – 逆像:一次方程式の基底解
inverseImage(self, V: Vector/RingMatrix) → RingMatrix

selfによる Vの逆像を返す.

この関数は self ·X = Vと等しい一次式の一つの解を返す.

4.8.5.5 solve – 一次方程式の解
solve(self, B: Vector/RingMatrix) → (RingMatrix, RingMatrix)

self ·X = Bを解く.

この関数は特殊解 solと selfの核を行列として返す. もし特殊解のみ得たいと
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きは inverseImage を使用.

4.8.5.6 columnEchelonForm – 列階段行列
columnEchelonForm(self) → RingMatrix
列被約階段行列を返す.

Examples

>>> A = matrix.FieldMatrix(2, 3, [1,2,3]+[4,5,6])

>>> print(A.kernel)

1/1

-2/1

1

>>> print(A.image())

1 2

4 5

>>> C = matrix.FieldMatrix(4, 3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9]+[-1,-2,-3])

>>> D = matrix.FieldMatrix(4, 2, [1,0]+[7,6]+[13,12]+[-1,0])

>>> print(C.inverseImage(D))

3/1 4/1

-1/1 -2/1

0/1 0/1

>>> sol, ker = C.solve(D)

>>> C * (sol + ker[0]) == D

True

>>> AA = matrix.FieldMatrix(3, 3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9])

>>> print(AA.columnEchelonForm())

0/1 2/1 -1/1

0/1 1/1 0/1

0/1 0/1 1/1
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4.8.6 FieldSquareMatrix – 各成分が体に属する正方行列
FieldSquareMatrix(row: integer, column: integer=0, compo: compo=0,
coeff_ring: CommutativeRing=0)

→ FieldSquareMatrix

係数環が体に属する新しい正方行列を返す.

FieldSquareMatrixは FieldMatrixと SquareMatrixのサブクラスです.
†determinant関数はオーバーライドされていて,determinantとは異なるアル
ゴリズムを用いている;この関数は triangulateから呼ばれる. 初期化に関する
情報は SquareMatrixを参照.
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Methods

4.8.6.1 triangulate - 行基本変形による三角化
triangulate(self) → FieldSquareMatrix

行基本変形によって得られる上三角行列を返す.

4.8.6.2 inverse - 逆行列
inverse(self V: Vector/RingMatrix=None) → FieldSquareMatrix

selfの逆行列を返す. Vが与えられたら self−1V を返す.

†もし逆行列が存在しなければNoInverseを返す.

4.8.6.3 hessenbergForm - Hessenberg行列
hessenbergForm(self) → FieldSquareMatrix

selfの Hessenberg行列を返す.

4.8.6.4 LUDecomposition - LU分解
LUDecomposition(self) → (FieldSquareMatrix, FieldSquareMatrix)

self == LUを満たす下三角行列 Lと上三角行列 Uを返す.
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4.8.7 †MatrixRing – 行列の環
MatrixRing(size: integer, scalars: CommutativeRing)

→ MatrixRing

sizeと係数環 scalarsを与えられた新しい行列の環を作成.

MatrixRingはRingのサブクラス.
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Methods

4.8.7.1 unitMatrix - 単位行列
unitMatrix(self) → RingSquareMatrix

単位行列を返す.

4.8.7.2 zeroMatrix - 零行列
zeroMatrix(self) → RingSquareMatrix

零行列を返す.

Examples

>>> M = matrix.MatrixRing(3, rational.theIntegerRing)

>>> print(M)

M_3(Z)

>>> M.unitMatrix()

[1, 0, 0]+[0, 1, 0]+[0, 0, 1]

>>> M.zero

[0, 0, 0]+[0, 0, 0]+[0, 0, 0]
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4.8.7.3 getInstance(class function) - キャッシュされたインスタンスを返す
getInstance(cls, size: integer, scalars: CommutativeRing)

→ RingSquareMatrix

与えられた sizeとスカラーの環に対するMatrixRingのインスタンスを返す.

初期化の代わりにこのメソッドを使うメリットは,効率のためメソッドによって
作成されたインスタンスがキャッシュされ再利用されることにある.

Examples

>>> print(MatrixRing.getInstance(3, rational.theIntegerRing))

M_3(Z)
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4.8.8 Subspace – 有限次元ベクトル空間の部分空間
Subspace(row: integer, column: integer=0, compo: compo=0, coeff_ring:
CommutativeRing=0, isbasis: True/False=None)

→ Subspace

いくつかの有限次元ベクトル空間の新しい部分空間を作成.

Subspaceは FieldMatrixのサブクラス.
初期化に関する情報はMatrixを参照. 部分空間は selfの列ベクトルに張られる
空間を示す.

isbasisが Trueなら,列ベクトルは一次独立と仮定.

Attributes

isbasis 列ベクトルが一次独立の性質を表す.もし各ベクトルが空間の基底を成せ
ば isbasisは True,そうでなければ False.
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Methods

4.8.8.1 issubspace - 部分空間かどうか
Subspace(self, other: Subspace) → True/False

もし otherの部分空間であれば True, そうでなければ Falseを返す.

4.8.8.2 toBasis - 基底を選択
toBasis(self) → (None)

列ベクトルが基底を成すように selfを書き直し,その isbasisを Trueにする.

この関数は isbasisがすでに Trueならばなにもしない.

4.8.8.3 supplementBasis - 最大階数にする
supplementBasis(self) → Subspace

selfに基底を補完したことによる最大階数行列を返す.

4.8.8.4 sumOfSubspaces - 部分空間の和
sumOfSubspaces(self, other: Subspace) → Subspace

二つの部分空間の和集合の基底を成す列の行列を返す.

4.8.8.5 intersectionOfSubspaces - 部分空間の共通部分
intersectionOfSubspaces(self, other: Subspace) → Subspace

二つの部分空間の共通部分の基底を成す列の行列を返す.
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Examples

>>> A = matrix.Subspace(4, 3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9]+[10,11,12])

>>> A.toBasis()

>>> print(A)

1 2

4 5

7 8

10 11

>>> B = matrix.Subspace(3, 2, [1,2]+[3,4]+[5,7])

>>> print(B.supplementBasis())

1 2 0

3 4 0

5 7 1

>>> C = matrix.Subspace(4, 1, [1,2,3,4])

>>> D = matrix.Subspace(4, 2, [2,-4]+[4,-3]+[6,-2]+[8,-1])

>>> print(C.intersectionOfSubspaces(D))

-2/1

-4/1

-6/1

-8/1
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4.8.8.6 fromMatrix(class function) - 部分空間を作成
fromMatrix(cls, mat: FieldMatrix, isbasis: True/False=None)

→ Subspace

クラスがMatrixのサブクラスとなり得る行列のインスタンス matから Subspace
のインスタンスを作成.

Subspaceのインスタンスがほしい場合はこのメソッドを使用.
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4.8.9 createMatrix[function] – インスタンスを作成
createMatrix(row: integer, column: integer=0, compo: compo=0,
coeff_ring: CommutativeRing=None)

→ RingMatrix

RingMatrix, RingSquareMatrix, FieldMatrixまたはFieldSquareMa-
trixのインスタンスを作成.

入力すると行列のサイズと係数環を調べることにより自動的に自身のクラスを
決定. 初期化に関する情報はMatrixまたは SquareMatrixを参照.

4.8.10 identityMatrix(unitMatrix)[function] – 単位行列
identityMatrix(size: integer, coeff: CommutativeR-
ing/CommutativeRingElement=None)

→ RingMatrix

unitMatrix(size: integer, coeff: CommutativeR-
ing/CommutativeRingElement=None)

→ RingMatrix

size次元の単位行列を返す.

coeffにより,整数上だけでなく coeffにより決定された係数環上でも行列を作
成することができる.

coeffはRingのインスタンス,または積に関する単位元でなければならない.

4.8.11 zeroMatrix[function] – 零行列
zeroMatrix(row: integer, column: 0=, coeff: CommutativeR-
ing/CommutativeRingElement=None)

→ RingMatrix

row × column零行列を返す.

coeffにより,整数上だけでなく coeffにより決定された係数環上でも行列を作
成することができる.

coeff は Ring のインスタンス, または和に関する単位元でなければならない.
columnを省略したら,columnは rowと同じで設定される.

Examples
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>>> M = matrix.createMatrix(3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9])

>>> print(M)

1 2 3

4 5 6

7 8 9

>>> O = matrix.zeroMatrix(2, 3, imaginary.ComplexField())

>>> print(O)

0 + 0j 0 + 0j 0 + 0j

0 + 0j 0 + 0j 0 + 0j
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4.9 module – HNFによる加群/イデアル
• Classes

– Submodule

– Module

– Ideal

– Ideal_with_generator
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4.9.1 Submodule – 行列表現としての部分加群
Initialize (Constructor)

Submodule(row: integer, column: integer, compo: compo=0, coeff_ring:
CommutativeRing=0, ishnf: True/False=None)

→ Submodule

行列表現で新しい部分加群を作成.

SubmoduleはRingMatrixのサブクラス.
coeff_ringはPID(単項イデアル整域)と仮定. その後行列に対応するHNF(Hermite
正規形)を得る.

ishnfが Trueなら入力する行列は HNFと仮定.

Attributes

ishnf もし行列が HNFなら ishnfは True,そうでなければ False.
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Methods

4.9.1.1 getGenerators – 加群の生成元
getGenerators(self) → list

加群 selfの (現在の)生成元を返す.

生成元から成るベクトルのリストを返す.

4.9.1.2 isSubmodule – 部分加群かどうか
isSubmodule(self, other: Submodule) → True/False

部分加群インスタンスが otherの部分加群なら True,そうでなければ Falseを
返す.

4.9.1.3 isEqual – selfと otherが同じ加群かどうか
isEqual(self, other: Submodule) → True/False

部分加群インスタンスが加群として otherと等しいなら True,そうでなければ
Falseを返す.
.

このメソッドは行列でない加群の等式テストにも使用したほうがよい. 行列の
等式テストには単純に self==otherを使用.

4.9.1.4 isContain – otherが selfに含まれているかどうか
isContains(self, other: vector.Vector) → True/False

otherが selfに含まれているかどうか返す.
.

もしotherをselfのHNF生成元の一次結合として表したい場合,represent_element
を使用.
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4.9.1.5 toHNF - HNFに変換
toHNF(self) → (None)

selfを HNF(Hermite正規形)に変換し,ishnfに Trueを設定.

HNFは常に selfの基底を与えるわけではないことに注意.(HNFは冗長なこと
がある.)

4.9.1.6 sumOfSubmodules - 部分加群の和
sumOfSubmodules(self, other: Submodule) → Submodule

二つの部分空間の和である加群を返す.

4.9.1.7 intersectionOfSubmodules - 部分加群の共通部分
intersectionOfSubmodules(self, other: Submodule)

→ Submodule

二つの部分空間の共通部分である加群を返す.

4.9.1.8 represent_element – 一次結合として成分を表す
represent_element(self, other: vector.Vector) → vector.Vector/False

otherを HNF生成元の一次結合として表す.

otherが selfに含まれていなければ,Falseを返す. このメソッドは toHNFを
呼ぶことに注意.

このメソッドはVectorのインスタンスとしての係数を返す.

4.9.1.9 linear_combination – 一次結合を計算
linear_combination(self, coeff: list) → vector.Vector

Z係数 coeffが与えられ,(現在)の基底の一次結合に対応するベクトルを返す.

coeffはサイズが selfの列と等しいRingElement上のインスタンスのリスト.
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Examples

>>> A = module.Submodule(4, 3, [1,2,3]+[4,5,6]+[7,8,9]+[10,11,12])

>>> A.toHNF()

>>> print(A)

9 1

6 1

3 1

0 1

>>> A.getGenerator

[Vector([9, 6, 3, 0]), Vector([1, 1, 1, 1])]

>>> V = vector.Vector([10,7,4,1])

>>> A.represent_element(V)

Vector([1, 1])

>>> V == A.linear_combination([1,1])

True

>>> B = module.Submodule(4, 1, [1,2,3,4])

>>> C = module.Submodule(4, 2, [2,-4]+[4,-3]+[6,-2]+[8,-1])

>>> print(B.intersectionOfSubmodules(C))

2

4

6

8
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4.9.2 fromMatrix(class function) - 部分加群を作成
fromMatrix(cls, mat: RingMatrix, ishnf: True/False=None)

→ Submodule

クラスが Matrix のサブクラスになり得る行列のインスタンス mat から Sub-
moduleのインスタンスを作成.

Submoduleのインスタンスがほしい場合このメソッドを使用.
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4.9.3 Module - 数体上の加群
Initialize (Constructor)

Module(pair_mat_repr: list/matrix, number_field: al-
gfield.NumberField, base: list/matrix.SquareMatrix=None, ishnf:
bool=False)

→ Module

数体上の新しい加群オブジェクトを作成.

加群は有限生成された部分 Z加群. 加群の階数を deg(number_field) と仮定し
ないことを注意.
加群を,θが number_field.polynomialの解となる Z[θ]上の基本的な加群につい
ての生成元として表す.

pair_mat_reprは次に示す形式のどれかであるべきである:

• [M, d], M のサイズは number_fieldの次数である整数のタプルまたはベク
トルのリストであり,dは分母.

• [M, d], M のサイズは number_field の次数である整数行列, であり d は
分母.

• 行の数は number_fieldの次数である有理数行列.

また,baseは次に示す形式のうちのどれかであるべきである:

• サイズは number_field の次数である有理数のタプルまたはベクトルのリ
スト

• サイズは number_fieldである非特異かつ有理数係数の正方行列
加群はbaseについて内部で 1

dMと表され, dはdenominatorでMはmat_repr.
ishnfが Trueなら,mat_reprは HNFであると仮定.

Attributes

mat_repr :サイズが number_fieldの次数である Submodule M のインスタ
ンス

denominator :整数 d

base :サイズは number_fieldである正方かつ非特異有理数行列
number_field :加群が定義された数体
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operator explanation
M==N Mと Nが加群として等しいかどうか返す.
c in M Mの要素のどれかが cと等しいかどうか返す.
M+N Mと Nの加群としての部分集合を返す.
M*N Mと Nのイデアル計算としての積を返す.

Nは加群またはスカラーでなければならない (number_fieldの要素).
M とN の共通部分の計算したいときは intersectを参照.

M**c イデアルの乗算を基にした Mの c乗を返す.
repr(M) 加群 Mの repr文字列を返す.
str(M) 加群 Mの string文字列を返す.

Operations

Examples

>>> F = algfield.NumberField([2,0,1])

>>> M_1 = module.Module([matrix.RingMatrix(2,2,[1,0]+[0,2]), 2], F)

>>> M_2 = module.Module([matrix.RingMatrix(2,2,[2,0]+[0,5]), 3], F)

>>> print(M_1)

([1, 0]+[0, 2], 2)

over

([1, 0]+[0, 1], NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M_1 + M_2)

([1, 0]+[0, 2], 6)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M_1 * 2)

([1, 0]+[0, 2], 1)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M_1 * M_2)

([2, 0]+[0, 1], 6)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M_1 ** 2)

([1, 0]+[0, 2], 4)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))
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Methods

4.9.3.1 toHNF - Hermite正規形 (HNF)に変換
toHNF(self) → (None)

self.mat_reprを Hermite正規形 (HNF)に変換.

4.9.3.2 copy - コピーを作成
copy(self) → Module

selfのコピーを作成.

4.9.3.3 intersect - 共通部分を返す
intersect(self, other: Module) → Module

selfと otherの共通部分を返す.

4.9.3.4 issubmodule - 部分加群かどうか
submodule(self, other: Module) → True/False

selfが otherの部分加群かどうか返す.

4.9.3.5 issupermodule - 部分加群かどうか
supermodule(self, other: Module) → True/False

otherが selfの部分加群かどうか返す.

4.9.3.6 represent_element - 一次結合として表す

represent_element(self, other: algfield.BasicAlgNumber)
→ list/False
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otherを selfで生成される一次結合として表す. もし otherが selfに含まれて
いなかったら,Falseを返す.

self.mat_reprはHNFであると仮定しているわけではないということに注意.

otherが selfに含まれていたら出力は整数のリスト.

4.9.3.7 change_base_module - 基底変換

change_base_module(self, other_base: list/matrix.RingSquareMatrix)
→ Module

other_baseに関連した selfと等しい加群を返す.

other_baseは baseの形式に従う.

4.9.3.8 index - 加群のサイズ
index(self) → rational.Rational

self.baseに関する剰余類の位数を返す. N ⊂ M なら [M : N ]を返し,M ⊂ N

のとき [N : M ]
−1 を返す. M は加群 selfでN は self.baseに対応する加群.

4.9.3.9 smallest_rational - 有理数体上の Z生成元
smallest_rational(self) → rational.Rational

加群 selfと有理数体の共通部分の Z生成元を返す.

Examples

>>> F = algfield.NumberField([1,0,2])

>>> M_1=module.Module([matrix.RingMatrix(2,2,[1,0]+[0,2]), 2], F)

>>> M_2=module.Module([matrix.RingMatrix(2,2,[2,0]+[0,5]), 3], F)

>>> print(M_1.intersect(M_2))

([2, 0]+[0, 5], 1)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))
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>>> M_1.represent_element( F.createElement( [[2,4], 1] ) )

[4, 4]

>>> print(M_1.change_base_module( matrix.FieldSquareMatrix(2, 2, [1,0]+[0,1]) / 2 ))

([1, 0]+[0, 2], 1)

over

([Rational(1, 2), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 2)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> M_2.index()

Rational(10, 9)

>>> M_2.smallest_rational()

Rational(2, 3)
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4.9.4 Ideal - 数体上のイデアル
Initialize (Constructor)

Ideal(pair_mat_repr: list/matrix, number_field: algfield.NumberField,
base: list/matrix.SquareMatrix=None, ishnf: bool=False)

→ Ideal

数体上の新しいイデアルオブジェクトを作成.

イデアルはModuleのサブクラスです.

Moduleも初期化を引用.
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Methods

4.9.4.1 inverse – 逆元
inverse(self) → Ideal

selfの逆イデアルを返す.

このメソッドは self.number_field.integer_ringを呼び出す.

4.9.4.2 issubideal – 部分イデアルかどうか
issubideal(self, other: Ideal) → Ideal

selfが otherの部分イデアルかどうか返す.

4.9.4.3 issuperideal – 部分加群かどうか
issuperideal(self, other: Ideal) → Ideal

otherが selfの部分加群かどうか返す.

4.9.4.4 gcd – 最大公約数
gcd(self, other: Ideal) → Ideal

selfと otherのイデアルとしての最大公約数 (gcd)を返す.

このメソッドは単純に self+otherを実行する.

4.9.4.5 lcm – 最小公倍数
lcm(self, other: Ideal) → Ideal

イデアルとしての selfと otherの最小公倍数 (lcm)を返す.

このメソッドは単純に intersectを呼び出す.
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4.9.4.6 norm – ノルム
norm(self) → rational.Rational

selfのノルムを返す.

このメソッドは self.number_field.integer_ringを呼び出す.

4.9.4.7 isIntegral – 整イデアルかどうか
isIntegral(self) → True/False

selfが整イデアルかどうか判定.

Examples

>>> M = module.Ideal([matrix.RingMatrix(2, 2, [1,0]+[0,2]), 2], F)

>>> print(M.inverse())

([-2, 0]+[0, 2], 1)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M * M.inverse())

([1, 0]+[0, 1], 1)

over

([Rational(1, 1), Rational(0, 1)]+[Rational(0, 1), Rational(1, 1)],

NumberField([2, 0, 1]))

>>> M.norm()

Rational(1, 2)

>>> M.isIntegral()

False
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4.9.5 Ideal_with_generator - 生成元によるイデアル
Initialize (Constructor)

Ideal_with_generator(generator: list) → Ideal_with_generator

生成元により与えられた新しいイデアルを作成.

generatorは同じ数体上の生成元を表すBasicAlgNumberのインスタンスの
リスト.

Attributes

generator : イデアルの生成元
number_field : 生成元が定義された数体

Operations

operator explanation
M==N Mと Nが加群として等しいかどうか返す.
c in M Mのどれかの要素が cと等しいかどうか返す.
M+N Mと Nのイデアル生成元としての和を返す.
M*N Mと Nのイデアル生成元としての積を返す.
M**c イデアルの積を基にした Mの c乗を返す.
repr(M) イデアル Mの repr文字列を返す.
str(M) イデアル Mの str文字列を返す.

Examples

>>> F = algfield.NumberField([2,0,1])

>>> M_1 = module.Ideal_with_generator([

F.createElement([[1,0], 2]), F.createElement([[0,1], 1])

])

>>> M_2 = module.Ideal_with_generator([

F.createElement([[2,0], 3]), F.createElement([[0,5], 3])

])

>>> print(M_1)

[BasicAlgNumber([[1, 0], 2], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[0, 1], 1], [2, 0, 1])]

>>> print(M_1 + M_2)

[BasicAlgNumber([[1, 0], 2], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[0, 1], 1], [2, 0, 1]),

BasicAlgNumber([[2, 0], 3], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[0, 5], 3], [2, 0, 1])]
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>>> print(M_1 * M_2)

[BasicAlgNumber([[1, 0], 3], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[0, 5], 6], [2, 0, 1]),

BasicAlgNumber([[0, 2], 3], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[-10, 0], 3], [2, 0, 1])]

>>> print(M_1 ** 2)

[BasicAlgNumber([[1, 0], 4], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[0, 1], 2], [2, 0, 1]),

BasicAlgNumber([[0, 1], 2], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[-2, 0], 1], [2, 0, 1])]
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Methods

4.9.5.1 copy - コピーを作成
copy(self) → Ideal_with_generator

selfのコピーを作成.

4.9.5.2 to_HNFRepresentation - HNFイデアルに変換
to_HNFRepresentation(self) → Ideal

selfをイデアルに対応した HNF(Hermite正規形)表現に変換.

4.9.5.3 twoElementRepresentation - 二つの要素で表す
twoElementRepresentation(self) → Ideal_with_generator

selfをイデアルに対応した HNF(Hermite正規形)表現に変換.

selfが素イデアルでなければ,このメソッドは効果がない.

4.9.5.4 smallest_rational - 有理数体上の Z生成元
smallest_rational(self) → rational.Rational

加群 selfと有理数体の共通部分の Z生成元を返す.

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.

4.9.5.5 inverse – 逆元
inverse(self) → Ideal

selfの逆イデアルを返す.

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.
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4.9.5.6 norm – ノルム
norm(self) → rational.Rational

selfのノルムを返す.

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.

4.9.5.7 intersect - 共通部分
intersect(self, other: Ideal_with_generator) → Ideal

selfと otherの共通部分を返す.

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.

4.9.5.8 issubideal – 部分イデアルかどうか
issubideal(self, other: Ideal_with_generator) → Ideal

selfが otherの部分イデアルかどうか返す.

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.

4.9.5.9 issuperideal – 部分イデアルかどうか
issuperideal(self, other: Ideal_with_generator) → Ideal

このメソッドは to_HNFRepresentationを呼び出す.

Examples

>>> M = module.Ideal_with_generator([

F.createElement([[2,0], 3]), F.createElement([[0,2], 3]), F.createElement([[1,0], 3])

])
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>>> print(M.to_HNFRepresentation())

([2, 0, 0, -4, 1, 0]+[0, 2, 2, 0, 0, 1], 3)

over

([1, 0]+[0, 1], NumberField([2, 0, 1]))

>>> print(M.twoElementRepresentation())

[BasicAlgNumber([[1, 0], 3], [2, 0, 1]), BasicAlgNumber([[3, 2], 3], [2, 0, 1])]

>>> M.norm()

Rational(1, 9)
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4.10 permute – 置換 (対称)群
• Classes

– Permute

– ExPermute

– PermGroup
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4.10.1 Permute – 置換群の元
Initialize (Constructor)

Permute(value: list/tuple, key: list/tuple) → Permute

Permute(val_key: dict) → Permute

Permute(value: list/tuple, key: int=None) → Permute

置換群の元を新しく作成.

インスタンスは “普通の”方法で作成される. すなわち,ある集合の (インデック
ス付けられた)全ての元のリストである keyと,全ての置換された元のリストであ
る valueを入力.

普通は,同じ長さのリスト (またはタプル)である valueと keyを入力. または
上記の意味での “value”のリストである values(), “key”のリストである keys()

を持つ辞書 val_keyとして入力することができる. また,keyの入力には簡単な方
法がある:

• もし keyが [1, 2, . . . , N ]なら,keyを入力する必要がない.

• もし keyが [0, 1, . . . , N − 1]なら,keyとして 0を入力.

• もし keyが valueを昇順として整列したリストと等しければ,1を入力.

• もし keyが valueを降順として整列したリストと等しければ,−1を入力.

Attributes

key :
keyを表す.

data :
†valueのインデックス付きの形式を表す.
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Operations

operator explanation
A==B Aの valueと Bの value,そして Aの keyと Bの keyが等しいかどうか返す.
A*B 右乗算 (すなわち,通常の写像の演算 A ◦B)
A/B 除算 (すなわち,A ◦B−1)
A**B べき乗
A.inverse() 逆元
A[c] keyの cに対応した valueの元
A(lst) Aで lstを置換

Examples

>>> p1 = permute.Permute([’b’,’c’,’d’,’a’,’e’], [’a’,’b’,’c’,’d’,’e’])

>>> print(p1)

[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’] -> [’b’, ’c’, ’d’, ’a’, ’e’]

>>> p2 = permute.Permute([2, 3, 0, 1, 4], 0)

>>> print(p2)

[0, 1, 2, 3, 4] -> [2, 3, 0, 1, 4]

>>> p3 = permute.Permute([’c’,’a’,’b’,’e’,’d’], 1)

>>> print(p3)

[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’] -> [’c’, ’a’, ’b’, ’e’, ’d’]

>>> print(p1 * p3)

[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’] -> [’d’, ’b’, ’c’, ’e’, ’a’]

>>> print(p3 * p1)

[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’] -> [’a’, ’b’, ’e’, ’c’, ’d’]

>>> print(p1 ** 4)

[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’] -> [’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’]

>>> p1[’d’]

’a’

>>> p2([0, 1, 2, 3, 4])

[2, 3, 0, 1, 4]

201



Methods

4.10.1.1 setKey – keyを変換
setKey(self, key: list/tuple) → Permute

他の keyを設定.

keyは keyと同じ長さのリストまたはタプルでなければならない.

4.10.1.2 getValue – “value”を得る
getValue(self) → list

selfの (dataでなく)valueを返す.

4.10.1.3 getGroup – PermGroupを得る
getGroup(self) → PermGroup

selfの所属する PermGroupを返す.

4.10.1.4 numbering – インデックスを与える
numbering(self) → int

置換群の selfに数を定める. (遅いメソッド)

次に示す置換群の次元による帰納的な定義に従って定められる.
(n − 1)次元上の [σ1, σ2, ..., σn−2, σn−1]の番号付けを k とすると, n次元上の
[σ1, σ2, ..., σn−2, σn−1, n]の番号付けはk,またn次元上の [σ1, σ2, ..., σn−2, n, σn−1]
の番号付けは k+(n−1)!,などとなる. (Room of Points And Lines, part 2, section
15, paragraph 2 (Japanese))

4.10.1.5 order – 元の位数
order(self) → int

群の元としての位数を返す.
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このメソッドは一般の群のそれよりも早い.

4.10.1.6 ToTranspose – 互換の積として表す
ToTranspose(self) → ExPermute

selfを互換の積で表す.

互換 (すなわち二次元巡回)の積とした ExPermuteの元を返す. これは再帰
プログラムであり,ToCyclicよりも多くの時間がかかるだろう.

4.10.1.7 ToCyclic – ExPermuteの元に対応する
ToCyclic(self) → ExPermute

巡回表現の積として selfを表す.

ExPermuteの元を返す. †このメソッドは selfを互いに素な巡回置換に分解
する.よってそれぞれの巡回は可換.

4.10.1.8 sgn – 置換記号
sgn(self) → int

置換群の元の置換符号を返す.

もし selfが偶置換,すなわち,selfを偶数個の互換の積として書くことができる
場合,1を返す. さもなければ,すなわち奇置換の場合,−1を返す.

4.10.1.9 types – 巡回置換の形式
types(self) → list

それぞれの巡回置換の元の長さによって定義された巡回置換の形式を返す.

4.10.1.10 ToMatrix – 置換行列
ToMatrix(self) → Matrix
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置換行列を返す.

行と列は keyに対応する. もし self G が G[a] = b を満たせば,行列の (a, b)成
分は 1. さもなくば,その元は 0.

Examples

>>> p = Permute([2,3,1,5,4])

>>> p.numbering()

28

>>> p.order()

6

>>> p.ToTranspose()

[(4,5)(1,3)(1,2)](5)

>>> p.sgn()

-1

>>> p.ToCyclic()

[(1,2,3)(4,5)](5)

>>> p.types()

’(2,3)type’

>>> print(p.ToMatrix())

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0
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4.10.2 ExPermute – 巡回表現としての置換群の元
Initialize (Constructor)

ExPermute(dim: int, value: list, key: list=None) → ExPermute

新しい置換群の元を作成.

インスタンスは “巡回の” 方法で作成される. すなわち,各タプルが巡回表現を
表すタプルのリストである valueを入力. 例えば, (σ1, σ2, σ3, . . . , σk)は 1対 1
写像, σ1 7→ σ2, σ2 7→ σ3, . . . , σk 7→ σ1.

dimは自然数でなければならない,すなわち,intまたは Integerのインスタン
ス. keyは dimと同じ長さのリストであるべきである. 元が valueとしての key
に入っているタプルのリストを入力. keyが [1, 2, . . . , N ]という形式なら keyを
省略することができることに注意. また,keyが [0, 1, . . . , N − 1]という形式なら
keyとして 0を入力することができる.

Attributes

dim :
dimを表す.

key :
keyを表す.

data :
†インデックスの付いた valueの形式を表す.

Operations

operator explanation
A==B Aの valueと Bの value,そして Aの keyと Bの keyが等しいかどうか返す.
A*B 右乗算 (すなわち,普通の写像 A ◦B)
A/B 除算 (すなわち,A ◦B−1)
A**B べき乗
A.inverse() 逆元
A[c] keyの cに対応する valueの元
A(lst) lstを Aに置換する
str(A) 単純な表記.simplifyを用いる.
repr(A) 表記

205



Examples

>>> p1 = permute.ExPermute(5, [(’a’, ’b’)], [’a’,’b’,’c’,’d’,’e’])

>>> print(p1)

[(’a’, ’b’)] <[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’]>

>>> p2 = permute.ExPermute(5, [(0, 2), (3, 4, 1)], 0)

>>> print(p2)

[(0, 2), (1, 3, 4)] <[0, 1, 2, 3, 4]>

>>> p3 = permute.ExPermute(5,[(’b’,’c’)],[’a’,’b’,’c’,’d’,’e’])

>>> print(p1 * p3)

[(’a’, ’b’), (’b’, ’c’)] <[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’]>

>>> print(p3 * p1)

[(’b’, ’c’), (’a’, ’b’)] <[’a’, ’b’, ’c’, ’d’, ’e’]>

>>> p1[’c’]

’c’

>>> p2([0, 1, 2, 3, 4])

[2, 4, 0, 1, 3]
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Methods

4.10.2.1 setKey – keyを変換
setKey(self, key: list) → ExPermute

他の keyを設定.

keyは dimと同じ長さのリストでなければならない.

4.10.2.2 getValue – “value”を得る
getValue(self) → list

selfの (dataでなく)valueを返す.

4.10.2.3 getGroup – PermGroupを得る
getGroup(self) → PermGroup

selfが所属する PermGroupを返す.

4.10.2.4 order – 元の位数
order(self) → int

群の元としての位数を返す.

このメソッドは一般の群のそれよりも早い.

4.10.2.5 ToNormal – 普通の表現
ToNormal(self) → Permute

selfを Permuteのインスタンスとして表す.
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4.10.2.6 simplify – 単純な値を使用
simplify(self) → ExPermute

より単純な巡回表現を返す.

†このメソッドは ToNormalと ToCyclicを使用.

4.10.2.7 sgn – 置換符号
sgn(self) → int

置換群の元の置換符号を返す.

もし selfが偶置換なら,すなわち,selfが偶数個の互換の積として書くことがで
きる場合,1を返す. さもなくば,すなわち奇置換なら,−1を返す.

Examples

>>> p = permute.ExPermute(5, [(1, 2, 3), (4, 5)])

>>> p.order()

6

>>> print(p.ToNormal())

[1, 2, 3, 4, 5] -> [2, 3, 1, 5, 4]

>>> p * p

[(1, 2, 3), (4, 5), (1, 2, 3), (4, 5)] <[1, 2, 3, 4, 5]>

>>> (p * p).simplify()

[(1, 3, 2)] <[1, 2, 3, 4, 5]>
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4.10.3 PermGroup – 置換群
Initialize (Constructor)

PermGroup(key: int) → PermGroup

PermGroup(key: list/tuple) → PermGroup

新しい置換群を作成.

普通は,keyとしてリストを入力. もしある整数Nを入力したら,keyは [1, 2, . . . , N ]
として設定される.

Attributes

key :
keyを表す.

Operations

operator explanation
A==B Aの valueと Bの value,そして Aの keyと Bの keyが等しいかどうか返す.
card(A) grouporderと同じ
str(A) 単純な表記
repr(A) 表記

Examples

>>> p1 = permute.PermGroup([’a’,’b’,’c’,’d’,’e’])

>>> print(p1)

[’a’,’b’,’c’,’d’,’e’]

>>> card(p1)

120
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Methods

4.10.3.1 createElement – シードから元を作成
createElement(self, seed: list/tuple/dict) → Permute

createElement(self, seed: list) → ExPermute

selfの新しい元を作成.

seedは Permuteまたは ExPermuteの “value”の形式でなければならない

4.10.3.2 identity – 単位元
identity(self) → Permute

普通の表現で selfの単位元を返す.

巡回表現の場合,identity_cを使用.

4.10.3.3 identity_c – 巡回表現の単位元
identity_c(self) → ExPermute

巡回表現として置換群の単位元を返す.

普通の表現の場合,identityを使用.

4.10.3.4 grouporder – 群の位数
grouporder(self) → int

群としての selfの位数を計算.

4.10.3.5 randElement – 無作為に元を選ぶ
randElement(self) → Permute

普通の表現として無作為に新しい selfの元を作成.
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Examples

>>> p = permute.PermGroup(5)

>>> print(p.createElement([3, 4, 5, 1, 2]))

[1, 2, 3, 4, 5] -> [3, 4, 5, 1, 2]

>>> print(p.createElement([(1, 2), (3, 4)]))

[(1, 2), (3, 4)] <[1, 2, 3, 4, 5]>

>>> print(p.identity())

[1, 2, 3, 4, 5] -> [1, 2, 3, 4, 5]

>>> print(p.identity_c())

[] <[1, 2, 3, 4, 5]>

>>> p.grouporder()

120

>>> print(p.randElement())

[1, 2, 3, 4, 5] -> [3, 4, 5, 2, 1]
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4.11 rational – 整数と有理数
rationalモジュールはクラス Rational, クラス Integer, クラス RationalField, そ
して クラス IntegerRingとして整数と有理数を提供.

• Classes

– Integer

– IntegerRing

– Rational

– RationalField

このモジュールはまた以下のコンテンツを提供する:

theIntegerRing :
theIntegerRingは有理整数環を表す. IntegerRingのインスタンス.

theRationalField :
theRationalFieldは有理数体を表す. RationalFieldのインスタンス.
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4.11.1 Integer – 整数
Integerは整数のクラス. ’int’ は除算において有理数を返さないので, 新しいクラ
スを作成する必要があった.
このクラスはCommutativeRingElement と intのサブクラス.

Initialize (Constructor)

Integer(integer: integer) → Integer

Integerオブジェクトを構成. もし引数が省略されたら, 値は 0 となる.
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Methods

4.11.1.1 getRing – ringオブジェクトを得る
getRing(self) → IntegerRing

IntegerRingオブジェクトを返す.

4.11.1.2 actAdditive – 2進の加法鎖の加法
actAdditive(self, other: integer) → Integer

otherに加法的に作用,すなわち, n は otherの n回の加算に拡大される. 結果
としては以下と同じ:

return sum([+other for _ in range(self)])

しかし, ここでは 2進の加法鎖を使う.

4.11.1.3 actMultiplicative – 2進の加法鎖の乗法
actMultiplicative(self, other: integer) → Integer

otherに乗法的に作用する,すなわち, n は otherの n回の乗算に拡大される. 結
果としては以下と同じ:

return reduce(lambda x,y: x*y, [+other for _ in range(self)])

しかし, ここでは 2進の加法鎖を使う.
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4.11.2 IntegerRing – 整数環
有理整数環に対するクラス.
このクラスはCommutativeRingのサブクラス.

Initialize (Constructor)

IntegerRing() → IntegerRing

IntegerRingのインスタンスを作成. すでに theIntegerRingがあるので,インス
タンスを作成する必要がないかもしれない.

Attributes

zero :
加法の単位元 0 を表す. (読み込み専用)

one :
乗法の単位元 1 を表す. (読みこみ専用)

Operations

operator explanation
x in Z 元が含まれているどうか返す.
repr(Z) repr文字列を返す.
str(Z) str文字列を返す.
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Methods

4.11.2.1 createElement – Integerオブジェクトを作成
createElement(self, seed: integer) → Integer

seedに対する Integerオブジェクトを作成.
seedは int型 または rational.Integerでなければならない.

4.11.2.2 gcd – 最大公約数
gcd(self, n: integer, m: integer) → Integer

与えられた二つの整数の最大公約数を返す.

4.11.2.3 extgcd – 拡張GCD

extgcd(self, n: integer, m: integer) → Integer

タプル (u, v, d)を返す; これらは与えられた二つの整数 n と mの最大公約数 d
と, d = nu+ mvとなる u, v.

4.11.2.4 lcm – 最小公倍数
lcm(self, n: integer, m: integer) → Integer

与えられた二つの整数の最小公倍数を返す. もし両方とも 0 なら, エラーが
起こる.

4.11.2.5 getQuotientField – 有理数体オブジェクトを得る
getQuotientField(self) → RationalField

有理数体 (RationalField)を返す.

4.11.2.6 issubring – 部分環かどうか判定
issubring(self, other: Ring) → bool

もう一方の環が部分環として整数環を含んでいるか報告.
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もし other も整数環なら, 出力は True. その他の場合もう一方の整数環の
issuperringメソッドのおける実装に依存.

4.11.2.7 issuperring – 含んでいるかどうか判定
issuperring(self, other: Ring) → bool

整数環がもう一方の環を部分間として含んでいるか報告.
もし other も整数環なら, 出力は True. その他の場合もう一方の整数環の

issubringメソッドのおける実装に依存.
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4.11.3 Rational – 有理数
有理数のクラス.

Initialize (Constructor)

Rational(numerator: numbers, denominator: numbers=1)
→ Integer

有理数は以下から構成:

• 整数,

• float

• Rational.

もし toRationalメソッドがあれば,他のオブジェクトを変換することができる. さ
もなくば TypeErrorが起こる.
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Methods

4.11.3.1 getRing – ringオブジェクトを得る
getRing(self) → RationalField

RationalFieldオブジェクトを返す.

4.11.3.2 decimalString – 小数を表す
decimalString(self, N: integer) → string

小数第 N桁とした文字列を返す.

4.11.3.3 expand – 連分数による表現
expand(self, base: integer, limit: integer) → string

もし base が自然数なら, 分母が base の高々limit 乗である最も近い有理数を
返す.
さもなくば (すなわち, base=0),分母が高々limitである最も近い有理数を返

す.
baseは負の整数であってはならない.
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4.11.4 RationalField – 有理数体
RationalFieldは有理数体のクラス. このクラスは theRationalFieldという唯
一のインスタンスを持つ.
このクラスはQuotientFieldのサブクラス.

Initialize (Constructor)

RationalField() → RationalField

RationalFieldのインスタンスを作成. すでに theRationalFieldがあるので,イ
ンスタンスを作成する必要はないかもしれない.

Attributes

zero :
加法の単位元 0 を表す, すなわち Rational(0, 1). (読み込み専用)

one :
乗法の単位元 1 を表す, すなわち Rational(1, 1). (読み込み専用)

Operations

operator explanation
x in Q 元が含まれているかどうか返す.
str(Q) str文字列を返す.
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Methods

4.11.4.1 createElement – Rationalオブジェクトを返す
createElement(self, numerator: integer or Rational, denominator: inte-
ger=1 )

→ Rational

Rationalオブジェクトを作成.

4.11.4.2 classNumber – 類数を得る
classNumber(self) → integer

有理数体の類数は 1 なので, 1 を返す.

4.11.4.3 getQuotientField – 有理数体オブジェクトを返す
getQuotientField(self) → RationalField

有理数体インスタンスを返す.

4.11.4.4 issubring – 部分環かどうか判定
issubring(self, other: Ring) → bool

もう一方の環が部分環として有理数体を含んでいるか報告.
もし otherもまた有理数体なら, 出力はTrue. 他の場合もう一方の issuperring

メソッドにおける実装に依存.

4.11.4.5 issuperring – 含んでいるかどうか判定
issuperring(self, other: Ring) → bool

有理数体がもう一方の環を部分環としてを含んでいるか報告.
もし otherもまた有理数体なら, 出力は True. 他の場合もう一方の issubring

メソッドにおける実装に依存.
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4.12 real – real numbers and its functions
The module real provides arbitrary precision real numbers and their utilities.
The functions provided are corresponding to the math standard module.

• Classes

– RealField

– Real

– †Constant

– †ExponentialPowerSeries

– †AbsoluteError

– †RelativeError

• Functions

– exp

– sqrt

– log

– log1piter

– piGaussLegendre

– eContinuedFraction

– floor

– ceil

– tranc

– sin

– cos

– tan

– sinh

– cosh

– tanh

– asin

– acos

– atan

– atan2

– hypot

– pow

– degrees

– radians
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– fabs

– fmod

– frexp

– ldexp

– EulerTransform

This module also provides following constants:

e :
This constant is obsolete (Ver 1.1.0).

pi :
This constant is obsolete (Ver 1.1.0).

Log2 :
This constant is obsolete (Ver 1.1.0).

theRealField :
theRealField is the instance of RealField.
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4.12.1 RealField – field of real numbers
The class is for the field of real numbers. The class has the single instance
theRealField.

This class is a subclass of Field.

Initialize (Constructor)

RealField() → RealField

Create an instance of RealField. You may not want to create an instance,
since there is already theRealField.

Attributes

zero :
It expresses the additive unit 0. (read only)

one :
It expresses the multiplicative unit 1. (read only)

Operations

operator explanation
x in R membership test; return whether an element is in or not.
repr(R) return representation string.
str(R) return string.
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Methods

4.12.1.1 getCharacteristic – get characteristic

getCharacteristic(self) → integer

Return the characteristic, zero.

4.12.1.2 issubring – subring test

issubring(self, aRing: Ring) → bool

Report whether another ring contains the real field as subring.

4.12.1.3 issuperring – superring test

issuperring(self, aRing: Ring) → bool

Report whether the real field contains another ring as subring.
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4.12.2 Real – a Real number
Real is a class of real number. This class is only for consistency for other Ring
object.

This class is a subclass of CommutativeRingElement.
All implemented operators in this class are delegated to Float type.

Initialize (Constructor)

Real(value: number) → Real

Construct a Real object.
value must be int, Float or Rational.
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Methods

4.12.2.1 getRing – get ring object

getRing(self) → RealField

Return the real field instance.
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4.12.3 Constant – real number with error correction
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.4 ExponentialPowerSeries – exponential power series
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.5 AbsoluteError – absolute error
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.6 RelativeError – relative error
This class is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.7 exp(function) – exponential value
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.8 sqrt(function) – square root
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.9 log(function) – logarithm
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.10 log1piter(function) – iterator of log(1+x)

log1piter(xx: number) → iterator

Return iterator for log(1 + x).

4.12.11 piGaussLegendre(function) – pi by Gauss-Legendre
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.12 eContinuedFraction(function) – Napier’s Constant
by continued fraction expansion

This function is obsolete (Ver 1.1.0).

228



4.12.13 floor(function) – floor the number

floor(x: number) → integer

Return the biggest integer not more than x.

4.12.14 ceil(function) – ceil the number

ceil(x: number) → integer

Return the smallest integer not less than x.

4.12.15 tranc(function) – round-off the number

tranc(x: number) → integer

Return the number of rounded off x.

4.12.16 sin(function) – sine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.17 cos(function) – cosine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.18 tan(function) – tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.19 sinh(function) – hyperbolic sine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.20 cosh(function) – hyperbolic cosine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.21 tanh(function) – hyperbolic tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).
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4.12.22 asin(function) – arc sine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.23 acos(function) – arc cosine function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.24 atan(function) – arc tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.25 atan2(function) – arc tangent function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.26 hypot(function) – Euclidean distance function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.27 pow(function) – power function
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.28 degrees(function) – convert angle to degree
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.29 radians(function) – convert angle to radian
This function is obsolete (Ver 1.1.0).

4.12.30 fabs(function) – absolute value

fabs(x: number) → number

Return absolute value of x

4.12.31 fmod(function) – modulo function over real

fmod(x: number, y: number) → number

Return x− ny, where n is the quotient of x / y, rounded towards zero to an
integer.
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4.12.32 frexp(function) – expression with base and binary
exponent

frexp(x: number) → (m,e)

Return a tuple (m,e), where x = m × 2e, 1/2 ≤ abs(m) < 1 and e is an
integer.
†This function is provided as the counter-part of math.frexp, but it might not

be useful.

4.12.33 ldexp(function) – construct number from base and
binary exponent

ldexp(x: number, i: number) → number

Return x× 2i.

4.12.34 EulerTransform(function) – iterator yields terms
of Euler transform

EulerTransform(iterator: iterator) → iterator

Return an iterator which yields terms of Euler transform of the given iterator.
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†

4.13 ring – for ring object
• Classes

– Ring

– CommutativeRing

– Field

– QuotientField

– RingElement

– CommutativeRingElement

– FieldElement

– QuotientFieldElement

– Ideal

– ResidueClassRing

– ResidueClass

– CommutativeRingProperties

• Functions

– getRingInstance

– getRing

– inverse

– exact_division
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4.13.1 †Ring – abstract ring
Ring is an abstract class which expresses that the derived classes are (in

mathematical meaning) rings.

Definition of ring (in mathematical meaning) is as follows: Ring is a structure
with addition and multiplication. It is an abelian group with addition, and a
monoid with multiplication. The multiplication obeys the distributive law.

This class is abstract and cannot be instantiated.

Attributes

zero additive unit

one multiplicative unit

Operations

operator explanation
A==B Return whether M and N are equal or not.
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Methods

4.13.1.1 createElement – create an element

createElement(self, seed: (undefined)) → RingElement

Return an element of the ring with seed.

This is an abstract method.

4.13.1.2 getCharacteristic – characteristic as ring

getCharacteristic(self) → integer

Return the characteristic of the ring.

The Characteristic of a ring is the smallest positive integer n s.t. na = 0 for
any element a of the ring, or 0 if there is no such natural number.
This is an abstract method.

4.13.1.3 issubring – check subring

issubring(self, other: RingElement) → True/False

Report whether another ring contains the ring as a subring.

This is an abstract method.

4.13.1.4 issuperring – check superring

issuperring(self, other: RingElement) → True/False

Report whether the ring is a superring of another ring.

This is an abstract method.
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4.13.1.5 getCommonSuperring – get common ring

getCommonSuperring(self, other: RingElement) → RingElement

Return common super ring of self and another ring.

This method uses issubring, issuperring.
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4.13.2 †CommutativeRing – abstract commutative ring
CommutativeRing is an abstract subclass of Ring whose multiplication is

commutative.

CommutativeRing is subclass of Ring.
There are some properties of commutative rings, algorithms should be chosen
accordingly. To express such properties, there is a class CommutativeRing-
Properties.

This class is abstract and cannot be instantiated.

Attributes

properties an instance of CommutativeRingProperties
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Methods

4.13.2.1 getQuotientField – create quotient field

getQuotientField(self) → QuotientField

Return the quotient field of the ring.

This is an abstract method.
If quotient field of self is not available, it should raise exception.

4.13.2.2 isdomain – check domain

isdomain(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a domain, False if not, or None if uncertain.

4.13.2.3 isnoetherian – check Noetherian domain

isnoetherian(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a Noetherian domain, False if not, or None
if uncertain.

4.13.2.4 isufd – check UFD

isufd(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a unique factorization domain (UFD), False
if not, or None if uncertain.

4.13.2.5 ispid – check PID

ispid(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a principal ideal domain (PID), False if
not, or None if uncertain.
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4.13.2.6 iseuclidean – check Euclidean domain

iseuclidean(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a Euclidean domain, False if not, or None
if uncertain.

4.13.2.7 isfield – check field

isfield(self) → True/False/None

Return True if the ring is actually a field, False if not, or None if uncertain.

4.13.2.8 registerModuleAction – register action as ring

registerModuleAction(self, action_ring: RingElement, action: func-
tion)

→ (None)

Register a ring action_ring, which act on the ring through action so the ring
be an action_ring module.

See hasaction, getaction.

4.13.2.9 hasaction – check if the action has

hasaction(self, action_ring: RingElement) → True/False

Return True if action_ring is registered to provide action.

See registerModuleAction, getaction.

4.13.2.10 getaction – get the registered action

hasaction(self, action_ring: RingElement) → function

Return the registered action for action_ring.
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See registerModuleAction, hasaction.
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4.13.3 †Field – abstract field
Field is an abstract class which expresses that the derived classes are (in

mathematical meaning) fields, i.e., a commutative ring whose multiplicative
monoid is a group.

Field is subclass of CommutativeRing. getQuotientField and isfield are
not abstract (trivial methods).

This class is abstract and cannot be instantiated.
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Methods

4.13.3.1 gcd – gcd

gcd(self, a: FieldElement, b: FieldElement) → FieldElement

Return the greatest common divisor of a and b.

A field is trivially a UFD and should provide gcd. If we can implement an
algorithm for computing gcd in an Euclidean domain, we should provide the
method corresponding to the algorithm.
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4.13.4 †QuotientField – abstract quotient field
QuotientField is an abstract class which expresses that the derived classes are

(in mathematical meaning) quotient fields.

self is the quotient field of domain.
QuotientField is subclass of Field.
In the initialize step, it registers trivial action named as baseaction; i.e. it
expresses that an element of a domain acts an element of the quotient field by
using the multiplication in the domain.

This class is abstract and cannot be instantiated.

Attributes

basedomain domain which generates the quotient field self
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4.13.5 †RingElement – abstract element of ring
RingElement is an abstract class for elements of rings.

This class is abstract and cannot be instantiated.

Operations

operator explanation
A==B equality (abstract)
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Methods

4.13.5.1 getRing – getRing

getRing(self) → Ring

Return an object of a subclass of Ring, to which the element belongs.

This is an abstract method.
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4.13.6 †CommutativeRingElement – abstract element of
commutative ring

CommutativeRingElement is an abstract class for elements of commutative
rings.

This class is abstract and cannot be instantiated.
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Methods

4.13.6.1 mul_module_action – apply a module action

mul_module_action(self, other: RingElement) → (undefined)

Return the result of a module action. other must be in one of the action rings
of self’s ring.

This method uses getRing, CommutativeRinggetaction. We should con-
sider that the method is abstract.

4.13.6.2 exact_division – division exactly

exact_division(self, other: CommutativeRingElement)
→ CommutativeRingElement

In UFD, if other divides self, return the quotient as a UFD element.

The main difference with / is that / may return the quotient as an element
of quotient field.
Simple cases:

• in a Euclidean domain, if remainder of euclidean division is zero, the
division // is exact.

• in a field, there’s no difference with /.

If other doesn’t divide self, raise ValueError. Though __divmod__ can be
used automatically, we should consider that the method is abstract.
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4.13.7 †FieldElement – abstract element of field
FieldElement is an abstract class for elements of fields.

FieldElement is subclass of CommutativeRingElement. exact_division
are not abstract (trivial methods).

This class is abstract and cannot be instantiated.
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4.13.8 †QuotientFieldElement – abstract element of quo-
tient field

QuotientFieldElement class is an abstract class to be used as a super class of
concrete quotient field element classes.

QuotientFieldElement is subclass of FieldElement.
self expresses numerator

denominator in the quotient field.

This class is abstract and should not be instantiated.
denominator should not be 0.

Attributes

numerator numerator of self

denominator denominator of self

Operations

operator explanation
A+B addition
A-B subtraction
A*B multiplication
A**B powering
A/B division
-A sign reversion (additive inversion)
inverse(A) multiplicative inversion
A==B equality
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4.13.9 †Ideal – abstract ideal
Ideal class is an abstract class to represent the finitely generated ideals.

†Because the finitely-generatedness is not a restriction for Noetherian rings
and in the most cases only Noetherian rings are used, it is general enough.

This class is abstract and should not be instantiated.
generators must be an element of the aring or a list of elements of the aring.
If generators is an element of the aring, we consider self is the principal ideal
generated by generators.

Attributes

ring the ring belonged to by self

generators generators of the ideal self

Operations

operator explanation
I+J addition {i+ j | i ∈ I, j ∈ J}
I*J multiplication IJ = {

∑
i,j ij | i ∈ I, j ∈ J}

I==J equality
e in I For e in the ring, to which the ideal I belongs.
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Methods

4.13.9.1 issubset – check subset

issubset(self, other: Ideal) → True/False

Report whether another ideal contains this ideal.

We should consider that the method is abstract.

4.13.9.2 issuperset – check superset

issuperset(self, other: Ideal) → True/False

Report whether this ideal contains another ideal.

We should consider that the method is abstract.

4.13.9.3 reduce – reduction with the ideal

issuperset(self, other: Ideal) → True/False

Reduce an element with the ideal to simpler representative.

This method is abstract.
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4.13.10 †ResidueClassRing – abstract residue class ring

Initialize (Constructor)

ResidueClassRing(ring: CommutativeRing, ideal: Ideal)
→ ResidueClassRing

A residue class ring R/I, where R is a commutative ring and I is its ideal.
ResidueClassRing is subclass of CommutativeRing.

one, zero are not abstract (trivial methods).
Because we assume that ring is Noetherian, so is ring.

This class is abstract and should not be instantiated.
ring should be an instance of CommutativeRing, and ideal must be an in-
stance of Ideal, whose ring attribute points the same ring with the given ring.

Attributes

ring the base ring R

ideal the ideal I

Operations

operator explanation
A==B equality
e in A report whether e is in the residue ring self.
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4.13.11 †ResidueClass – abstract an element of residue
class ring

Initialize (Constructor)

ResidueClass(x: CommutativeRingElement, ideal: Ideal)
→ ResidueClass

Element of residue class ring x + I, where I is the modulus ideal and x is a
representative element.

ResidueClass is subclass of CommutativeRingElement.

This class is abstract and should not be instantiated.
ideal corresponds to the ideal I.

Operations
These operations uses reduce.

operator explanation
x+y addition
x-y subtraction
x*y multiplication
A==B equality
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4.13.12 †CommutativeRingProperties – properties for Com-
mutativeRingProperties

Initialize (Constructor)

CommutativeRingProperties((None)) → CommutativeRingProperties

Boolean properties of ring.

Each property can have one of three values; True, False, or None. Of course
True is true and False is false, and None means that the property is not set
neither directly nor indirectly.
CommutativeRingProperties class treats

• Euclidean (Euclidean domain),

• PID (Principal Ideal Domain),

• UFD (Unique Factorization Domain),

• Noetherian (Noetherian ring (domain)),

• field (Field)

253



Methods

4.13.12.1 isfield – check field

isfield(self) → True/False/None

Return True/False according to the field flag value being set, otherwise return
None.

4.13.12.2 setIsfield – set field

isfield(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the field flag.
Propagation:

• True → euclidean

4.13.12.3 iseuclidean – check euclidean

iseuclidean(self) → True/False/None

Return True/False according to the euclidean flag value being set, otherwise
return None.

4.13.12.4 setIseuclidean – set euclidean

isfield(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the euclidean flag.
Propagation:

• True → PID

• False → field

254



4.13.12.5 ispid – check PID

ispid(self) → True/False/None

Return True/False according to the PID flag value being set, otherwise return
None.

4.13.12.6 setIspid – set PID

ispid(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the euclidean flag.
Propagation:

• True → UFD, Noetherian

• False → euclidean

4.13.12.7 isufd – check UFD

isufd(self) → True/False/None

Return True/False according to the UFD flag value being set, otherwise return
None.

4.13.12.8 setIsufd – set UFD

isufd(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the UFD flag.
Propagation:

• True → domain
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• False → PID

4.13.12.9 isnoetherian – check Noetherian

isnoetherian(self) → True/False/None

Return True/False according to the Noetherian flag value being set, otherwise
return None.

4.13.12.10 setIsnoetherian – set Noetherian

isnoetherian(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the Noetherian flag.
Propagation:

• True → domain

• False → PID

4.13.12.11 isdomain – check domain

isdomain(self) → True/False/None

Return True/False according to the domain flag value being set, otherwise
return None.

4.13.12.12 setIsdomain – set domain

isdomain(self, value: True/False) → (None)

Set True/False value to the domain flag.
Propagation:
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• False → UFD, Noetherian
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4.13.13 getRingInstance(function)

getRingInstance(obj: RingElement) → RingElement

Return a RingElement instance which equals obj.

Mainly for python built-in objects such as int or float.

4.13.14 getRing(function)

getRing(obj: RingElement) → Ring

Return a ring to which obj belongs.

Mainly for python built-in objects such as int or float.

4.13.15 inverse(function)

inverse(obj: CommutativeRingElement) → QuotientFieldElement

Return the inverse of obj. The inverse can be in the quotient field, if the obj
is an element of non-field domain.

Mainly for python built-in objects such as int or float.

4.13.16 exact_division(function)

exact_division(self: RingElement, other: RingElement)
→ RingElement

Return the division of self by other if the division is exact.
Mainly for python built-in objects such as int or float.

Examples

>>> print(ring.getRing(3))

Z
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>>> print(ring.exact_division(6, 3))

2
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4.14 vector – ベクトルオブジェクトとその計算
• Classes

– Vector

• Functions

– innerProduct

このモジュールはある例外クラスを提供する.

VectorSizeError : ベクトルのサイズが正しくないことを報告. (主に二つのベ
クトルの演算において.)
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4.14.1 Vector – ベクトルクラス
Vectorはベクトルに対するクラス.

Initialize (Constructor)

Vector(compo: list) → Vector

compoから新しいベクトルオブジェクトを作成. compoは整数またはRingEle-
mentのインスタンスである要素のリストでなければならない.

Attributes

compo :
ベクトルの成分を表す.

Operations
数学の世界での標準の通り,インデックスは 1 が最初だということに注意.

operator explanation
u+v ベクトルの和.
u-v ベクトルの差.
A*v 行列とベクトルの積.
a*v ベクトルのスカラー倍.
v//a スカラー除算.
v%n compoの各要素の nでの剰余.
-v 各要素の符号を変える.
u==v 等しいかどうか.
u!=v 等しくないかどうか.
v[i] ベクトルの i番目の成分を返す.
v[i] = c ベクトルの i番目の成分を cに置き換える.
len(v) compoの長さを返す.
repr(v) compoの repr文字列を返す.
str(v) compoの string文字列を返す.

Examples

>>> A = vector.Vector([1, 2])

>>> A

Vector([1, 2])

>>> A.compo

[1, 2]
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>>> B = vector.Vector([2, 1])

>>> A + B

Vector([3, 3])

>>> A % 2

Vector([1, 0])

>>> A[1]

1

>>> len(B)

2
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Methods

4.14.1.1 copy – 自身のコピー
copy(self) → Vector

selfのコピーを返す.

4.14.1.2 set – 他の compoを設定
set(self, compo: list) → (None)

selfの compoを新しい compoで置き換える.

4.14.1.3 indexOfNoneZero – 0でない最初の位置
indexOfNoneZero(self) → integer

self.compoの 0でない成分の最初のインデックスを返す.

†compoの全ての成分が 0の場合,ValueErrorが起こる.

4.14.1.4 toMatrix – Matrixオブジェクトに変換
toMatrix(self, as_column: bool=False) → Matrix

createMatrix関数を使いMatrixオブジェクトを返す.

もし as_columnが Trueなら,selfを縦ベクトルとみなした行列を返す. さもな
くば,selfを横ベクトルとみなした行列を返す.

Examples

>>> A = vector.Vector([0, 4, 5])

>>> A.indexOfNoneZero()

2

>>> print(A.toMatrix())

0 4 5

>>> print(A.toMatrix())
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0

4

5
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4.14.2 innerProduct(function) – 内積
innerProduct(bra: Vector, ket: Vector) → RingElement

braと ketの内積を返す.

この関数は複素数体上の元に対するエルミート内積もサポートする.

†返される値は成分の型に依存することに注意.

Examples

>>> A = vector.Vector([1, 2, 3])

>>> B = vector.Vector([2, 1, 0])

>>> vector.innerProduct(A, B)

4

>>> C = vector.Vector([1+1j, 2+2j, 3+3j])

>>> vector.innerProduct(C, C)

(28+0j)
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4.15 factor.ecm – ECM factorization
This module has curve type constants:

S : aka SUYAMA. Suyama’s parameter selection strategy.

B : aka BERNSTEIN. Bernstein’s parameter selection strategy.

A1 : aka ASUNCION1. Asuncion’s parameter selection strategy variant 1.

A2 : aka ASUNCION2. ditto 2.

A3 : aka ASUNCION3. ditto 3.

A4 : aka ASUNCION4. ditto 4.

A5 : aka ASUNCION5. ditto 5.

See J.S.Asuncion’s master thesis [11] for details of each family.

4.15.1 ecm – elliptic curve method

ecm(n: integer, curve_type: curvetype=A1, incs: integer=3, trials:
integer=20, verbose: bool=False)

→ integer

楕円曲線法を使って nの要素を探す。

nの非自明な要素が見つからなければ 1を返す。

curve_typeは curvetypeの中から選ぶ。
incs specifies a number of changes of bounds. The function repeats factor-

ization trials several times changing curves with a fixed bounds.
Optional argument trials can control how quickly move on to the next higher

bounds.
verbose toggles verbosity.
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4.16 factor.find – find a factor
このモジュールの方法は与えられた整数に対して一つの要素を返す。非自明な

要素ｗさがすことができない場合は 1を返す。しかし 1も要素であることお忘れ
なく。

verbose boolean flag can be specified for verbose reports. このメッセージを
受け取るため、loggerを準備してください。 (logging参照。)

4.16.1 trialDivision – trial division
trialDivision(n: integer, **options ) → integer

試割り算によって得る nの要素を返す。

optionsは以下のどちらか:

1. startと stopは範囲パラメータ。　さらには stepも利用可。
2. iteratorは素数のイテレータ。

optionsが与えられない場合、この関数は非自明な要素がみつかるまで nを素数 2
から nの二乗までの数で割っていく。 verbose boolean flag can be specified for
verbose reports.

4.16.2 pmom – p− 1 method

pmom(n: integer, **options ) → integer

p− 1法を使い nの要素を返す。

この関数は [13]のアルゴリズム 8.8.2 (p− 1 first stage)を使って　 nの非自明
な要素を探すよう試みる。

n = 2iの場合、 この関数はループにおちいる。自然法によってこの方法は自
明な要素しか返さないかもしれない。

verbose Boolean flag can be specified for verbose reports, though it is not so
verbose indeed.

4.16.3 rhomethod – ρ method

rhomethod(n: integer, **options ) → integer

　 Pollardの ρ法より nの要素を返す。
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この実装は [15]の説明に言及する。. 自然法によって因数分解は自明な要素しか
返さないかもしれない。

verbose Boolean flag can be specified for verbose reports.

Examples

>>> factor.find.trialDivision(1001)

7

>>> factor.find.trialDivision(1001, start=10, stop=32)

11

>>> factor.find.pmom(1001)

91

>>> import logging

>>> logging.basicConfig()

>>> factor.find.rhomethod(1001, verbose=True)

INFO:nzmath.factor.find:887 748

13
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4.17 factor.methods – factoring methods
It uses methods of factor.find module or some heavier methods of related
modules to find a factor. Also, classes of factor.util module is used to track
the factorization process. options are normally passed to the underlying function
without modification.

This module uses the following type:

factorlist :
factorlist is a list which consists of pairs (base, index). Each pair means
baseindex. The product of these terms expresses prime factorization.

4.17.1 factor – easiest way to factor

factor(n: integer, method: string=’default’, **options )
→ factorlist

Factor the given positive integer n.

By default, use several methods internally.

The optional argument method can be:

• ’ecm’: use elliptic curve method.

• ’mpqs’: use MPQS method.

• ’pmom’: use p− 1 method.

• ’rhomethod’: use Pollard’s ρ method.

• ’trialDivision’: use trial division.

(†In fact, the initial letter of method name suffices to specify.)

4.17.2 ecm – elliptic curve method

ecm(n: integer, **options ) → factorlist

Factor the given integer n by elliptic curve method.

(See ecm of factor.ecm module.)
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4.17.3 mpqs – multi-polynomial quadratic sieve method

mpqs(n: integer, **options ) → factorlist

Factor the given integer n by multi-polynomial quadratic sieve method.

(See mpqsfind of factor.mpqs module.)

4.17.4 pmom – p− 1 method

pmom(n: integer, **options ) → factorlist

Factor the given integer n by p− 1 method.

The method may fail unless n has an appropriate factor for the method.
(See pmom of factor.find module.)

4.17.5 rhomethod – ρ method

rhomethod(n: integer, **options ) → factorlist

Factor the given integer n by Pollard’s ρ method.

The method is a probabilistic method, possibly fails in factorizations.
(See rhomethod of factor.find module.)

4.17.6 trialDivision – trial division
trialDivision(n: integer, **options ) → factorlist

Factor the given integer n by trial division.

options for the trial sequence can be either:

1. start and stop as range parameters.

2. iterator as an iterator of primes.

3. eratosthenes as an upper bound to make prime sequence by sieve.

If none of the options above are given, the function divides n by primes from 2
to the floor of the square root of n until a non-trivial factor is found.
(See trialDivision of factor.find module.)
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Examples

>>> factor.methods.factor(10001)

[(73, 1), (137, 1)]

>>> factor.methods.ecm(1000001)

[(101, 1), (9901, 1)]
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4.18 factor.misc – miscellaneous functions related
factoring

• Functions

– allDivisors
– primeDivisors
– primePowerTest
– squarePart
– countDivisors
– sumDivisors

• Classes

– FactoredInteger

4.18.1 allDivisors – all divisors
allDivisors(n: integer) → list

nを割る全ての約数をリストとして返す。

The integer n and factors are all positive. In order to decide factors, Fac-
toredInteger is applied.

4.18.2 primeDivisors – prime divisors

primeDivisors(n: integer) → list

nを割る全ての素数をリストとして返す。

The integer n is positive. In order to decide prime factors, FactoredInteger
is applied.

4.18.3 primePowerTest – prime power test

primePowerTest(n: integer) → (integer, integer)

Judge whether n is of the form pk with a prime p and a positive integer k or
not. もし正しいのなら (p, k)を返し、さもなければ (n, 0)を返す。

この関数は Algo. 1.7.5 in [13]に基づいている。

The integer n is positive.
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4.18.4 squarePart – square part

squarePart(n: integer, asfactored: bool=False) → integer

その平方が nを割り切る最大の整数を返す。
If an optional argument asfactored is True, then the result is also a Fac-

toredInteger object. (default is False)

The integer n is positive. In order to decide the square part, FactoredInte-
ger is applied.

4.18.5 countDivisors – the number of positive divisors

countDivisors(a: integer) → integer

正の aの約数の個数を返す.

This function is usually known as τ -function. It is the same as sigma(0, a).

The integer a is positive. The result is by FactoredInteger.

4.18.6 sumDivisors – the sum of positive divisors

sumDivisors(a: integer) → integer

正の aの約数の総和を返す.

This function is usually known as σ-function. It is the same as sigma(1, a).

The integer a is positive. The result is by FactoredInteger.

Examples

>>> factor.misc.allDivisors(1001)

[1, 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001]

>>> factor.misc.primeDivisors(100)

[2, 5]

>>> factor.misc.primePowerTest(128)

(2, 7)

>>> factor.misc.squarePart(128)

8
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4.18.7 FactoredInteger – integer with its factorization

Initialize (Constructor)

FactoredInteger(integer: integer, factors: dict={})
→ FactoredInteger

Integer with its factorization information.

If factors is given, it is a dict of type prime:exponent and the product of
primeexponent is equal to the integer. Otherwise, factorization is carried out in
initialization.

from_partial_factorization(cls, integer: integer, partial: dict)
→ FactoredInteger

A class method to create a new FactoredInteger object from partial factor-
ization information partial.

Operations

operator explanation
F * G multiplication (other operand can be an int)
F ** n powering
F == G equal
F != G not equal
F % G remainder (the result is an int)
F // G same as exact_division method
str(F) string
int(F) convert to Python integer (forgetting factorization)
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Methods

4.18.7.1 is_divisible_by

is_divisible_by(self, other: integer/FactoredInteger)
→ bool

otherが self割り切ったのなら Trueと返す。

4.18.7.2 exact_division

exact_division(self, other: integer/FactoredInteger)
→ FactoredInteger

otherで割るとき、otherは selfで必ず割り切る。

4.18.7.3 divisors

divisors(self) → list

すべての除数をリストとして返す。

4.18.7.4 proper_divisors

proper_divisors(self) → list

1と self
を含まないすすべての除数をリストとして返す。

4.18.7.5 prime_divisors

prime_divisors(self) → list

すべての素数の除数をリストとして返す。

4.18.7.6 square_part

square_part(self, asfactored: bool=False) → integer/FactoredInteger object

selfを割る最大の整数の値を返す。
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If an optional argument asfactored is true, then the result is also a Factored-
Integer object. (default is False)

4.18.7.7 squarefree_part

squarefree_part(self, asfactored: bool=False) → integer/FactoredInteger object

selfを割り、二乗にならない最大の整数の値を返す。

If an optional argument asfactored is true, then the result is also a Factored-
Integer object object. (default is False)

4.18.7.8 copy

copy(self) → FactoredInteger object

自分自身をコピーした値を返す。

4.19 factor.mpqs – MPQS

4.19.1 mpqsfind

mpqsfind(n: integer, s: integer=0, f: integer=0, m: integer=0, verbose:
bool=False )

→ integer

nの要素を複数多項式二次ふるい法によって探す。

複数多項式二次ふるい法は巨大な数を因数分解する際に有効である。

sはふるいの範囲である。fは因子の数で、mは乗数。これらが明らかでない
時、この関数は nから推測する。

4.19.2 mpqs

mpqs(n: integer, s: integer=0, f: integer=0, m: integer=0 )
→ factorlist

複数多項式二次ふるい法により nを素因数分解する。

mpqsfindと同様である。
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4.19.3 eratosthenes
eratosthenes(n: integer) → list

nまでの素数を列挙する。
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4.20 factor.util – utilities for factorization
• Classes

– FactoringInteger

– FactoringMethod

This module uses following type:

factorlist :
factorlist is a list which consists of pairs (base, index). Each pair means
baseindex. The product of those terms expresses whole prime factorization.
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4.20.1 FactoringInteger – keeping track of factorization

Initialize (Constructor)

FactoringInteger(number: integer) → FactoringInteger

This is the base class for factoring integers.

number is stored in the attribute number. The factors will be stored in
the attribute factors, and primality of factors will be tracked in the attribute
primality.

The given number must be a composite number.

Attributes

number :
The composite number.

factors :
Factors known at the time being referred.

primality :
A dictionary of primality information of known factors. True if the factor
is prime, False composite, or None undetermined.
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Methods

4.20.1.1 getNextTarget – next target

getNextTarget(self, cond: function=None) → integer

Return the next target which meets cond.

If cond is not specified, then the next target is a composite (or undetermined)
factor of number.

cond should be a binary predicate whose arguments are base and index.
If there is no target factor, LookupError will be raised.

4.20.1.2 getResult – result of factorization

getResult(self) → factors

numberの因数分解をする。

4.20.1.3 register – register a new factor

register(self, divisor: integer, isprime: bool=None)
→

divisorが本当にある数を割るとき、numberの divisorを記憶する。

その数は divisorにより可能な限り割られる。

isprime tells the primality of the divisor (default to undetermined).

4.20.1.4 sortFactors – sort factors

sortFactors(self) →
要素のリストを並べる。

この関数は getResultに関係している。

Examples

>>> A = factor.util.FactoringInteger(100)

>>> A.getNextTarget()
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100

>>> A.getResult()

[(100, 1)]

>>> A.register(5, True)

>>> A.getResult()

[(5, 2), (4, 1)]

>>> A.sortFactors()

>>> A.getResult()

[(4, 1), (5, 2)

>>> A.primality

{4: None, 5: True}

>>> A.getNextTarget()

4
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4.20.2 FactoringMethod – method of factorization

Initialize (Constructor)

FactoringMethod() → FactoringMethod

Base class of factoring methods.

すべての方法は factor.methodsで定義されている。implemented as derived
classes of this class. この方法は factorと呼ぶこともある。　他の方法は
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Methods

4.20.2.1 factor – do factorization

factor(self, number: integer, return_type: str=’list’, need_sort:
bool=False )

→ factorlist

与えられた正の整数 numberの因数分解を行う。
不履行の場合は factorlistを返す。
A keyword option return_type can be as the following:

1. ’list’ for default type (factorlist).

2. ’tracker’ for FactoringInteger.

Another keyword option need_sort is Boolean: True to sort the result. This
should be specified with return_type=’list’.

4.20.2.2 †continue_factor – continue factorization

continue_factor(self, tracker: FactoringInteger, return_type:
str=’tracker’, primeq: func=primeq )

→ FactoringInteger

Continue factoring of the given tracker and return the result of factorization.

The default returned type is FactoringInteger, but if return_type is speci-
fied as ’list’ then it returns factorlist. The primality is judged by a function
specified in primeq optional keyword argument, which default is primeq.

4.20.2.3 †find – find a factor

find(self, target: integer, **options ) → integer

targetから要素を探す。

この方法は優先されるべきである。または factor法も

4.20.2.4 †generate – generate prime factors

generate(self, target: integer, **options ) → integer

Generate prime factors of the target number with their valuations.
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この関数が (1, 1)を返したら因数分解は不完全であることを示す。to indicate
the factorization is incomplete.
This method has to be overridden, or factor method should be overridden not
to call this method.
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4.21 poly.factor – 多項式の因数分解
factorモジュールは整数係数一変数多項式の因数分解のためのもの.
このモジュールは以下に示す型を使用:

polynomial :
polynomialは poly.uniutil.polynomialによって生成された多項式.

4.21.1 brute_force_search – 総当たりで因数分解を探す
brute_force_search(f: poly.uniutil.IntegerPolynomial, fp_factors:
list, q: integer)

→ [factors]

fp_factors上でいくつかの積の組み合わせである因数を探すことにより fの因
数分解を見つける.この組み合わせは総当たりで探される.
引数 fp_factorsは poly.uniutil.FinitePrimeFieldPolynomialのリストです.

4.21.2 divisibility_test – 可除性テスト
divisibility_test(f: polynomial, g: polynomial) → bool

多項式において,fが gで割り切れるかどうか,Boolean値を返す.

4.21.3 minimum_absolute_injection – 係数を絶対値最小表
現に渡す

minimum_absolute_injection(f: polynomial) → F

各係数を絶対値最小表現に渡す Z/pZ係数多項式 fの単射により整数係数多項
式 Fを返す.
与えられた多項式fの係数環は IntegerResidueClassRingまたはFinitePrime-

Fieldでなければならない.

4.21.4 padic_factorization – p進分解
padic_factorization(f: polynomial) → p, factors

素数 pと,与えられた平方因子を含まない整数係数多項式 fの p進分解を返す.
結果である factorsは整数係数を持ち,Fp からその絶対値最小表現に写されてい
る.
†素数は以下のように選ばれる:
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1. f mod pでも平方因子を持たない,

2. 因数の数は次の素数を超えない.

与えられた多項式 fは poly.uniutil.IntegerPolynomialでなければならない.

4.21.5 upper_bound_of_coefficient –Landau-Mignotteの
係数の上界

upper_bound_of_coefficient(f: polynomial) → int

次数は与えられた fの次数の半分を超えない大きさである Landau-Mignotteの
因数の係数の上界を計算.
与えられた多項式 fは整数係数多項式でなければならない.

4.21.6 zassenhaus – Zassenhaus法による平方因子のない整数
係数多項式の因数分解

zassenhaus(f: polynomial) → list of factors f

Berlekamp-Zassenhaus法による平方数のない整数係数の多項式 fの因数.

4.21.7 integerpolynomialfactorization – 整数多項式の因数分
解

integerpolynomialfactorization(f: polynomial) → factor

Berlekamp-Zassenhaus法により整数係数多項式 fを因数分解.

因数は (factor, index)という形式のタプルのリストの形式で出力される.
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4.22 poly.formalsum – 形式和
• Classes

– †FormalSumContainerInterface

– DictFormalSum

– †ListFormalSum

形式和とは数学的な項の有限和で, 項は二つの部分から成る:係数と基数. 形
式和での全ての係数は共通の環に属し, 一方で基数は任意.
二つの形式和は次に示す方法で足される. もし基数が共通である項があれば,

それらは同じ基数と加えられた係数を持つ新しい項にまとめられる.
係数は基数より参照することができる.もし特定の基数が形式和に現れない場

合,それは nullを返す.
便宜上,terminitとして次を参照:

terminit :
terminitは dictの初期化の型の一つを意味する.それにより構成された辞
書は基数から係数への写像として考えられる.

Note for beginner DictFormalSumのみ使うことが必要となるかもしれな
いが, インターフェース (全てのメソッドの名前と意味付け)はその内で定義され
ているのでFormalSumContainerInterfaceの説明を読まなければならないか
もしれない.
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4.22.1 FormalSumContainerInterface – インターフェースク
ラス

Initialize (Constructor)

インターフェースは抽象的なクラスなので,インスタンスは作らない.

インターフェースは “形式和”は何かということを定義している. 派生クラスに
は以下に示す演算とメソッドを定義しなければならない.

Operations

operator explanation
f + g 和
f - g 差
-f 符号の変更
+f 新しいコピー
f * a, a * f スカラー a倍
f == g 等しいかどうか返す
f != g 等しくないかどうか返す
f[b] 基数 bに対応した係数を返す
b in f 基数 bが fに含まれているかどうか返す
len(f) 項の数
hash(f) ハッシュ
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Methods

4.22.1.1 construct_with_default – コピーを構成
construct_with_default(self, maindata: terminit) → FormalSumContainerInterface

maindataのみ与えられた (必要なら selfが持つ情報を使用),selfと同じクラス
の新しい形式和を作成.

4.22.1.2 iterterms – 項のイテレータ
iterterms(self) → iterator

項のイテレータを返す.
イテレータより生成されたそれぞれの項は (base, coefficient)という組.

4.22.1.3 itercoefficients – 係数のイテレータ
itercoefficients(self) → iterator

係数のイテレータを返す.

4.22.1.4 iterbases – 基数のイテレータ
iterbases(self) → iterator

基数のイテレータを返す.

4.22.1.5 terms – 項のリスト
terms(self) → list

項のリストを返す.
返されるリストのそれぞれの項は (base, coefficient)という組.

4.22.1.6 coefficients – 係数のリスト
coefficients(self) → list

係数のリストを返す.
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4.22.1.7 bases – 基数のリスト
bases(self) → list

基数のリストを返す.

4.22.1.8 terms_map – 項に写像を施す
terms_map(self, func: function) → FormalSumContainerInterface

項に写像を施す,すなわち,それぞれの項に funcを適用することにより新しい
形式和を作成.
funcbaseと coefficientという二つのパラメータをとらなければならず,そ

の後新しい項の組を返す.

4.22.1.9 coefficients_map – 係数に写像を施す
coefficients_map(self, func: function) → FormalSumContainerInterface

係数に写像を施す, すなわち,各係数に funcを適用することにより新しい形式
和を作成.

funcは coefficientという一つのパラメータをとり,その後新しい係数を返す.

4.22.1.10 bases_map – 基数に写像を施す
bases_map(self, func: function) → FormalSumContainerInterface

基数に写像を施す, すなわち,各基数に funcを適用することにより新しい形式
和を作成.

funcは baseという一つのパラメータをとり,その後新しい基数を返す.
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4.22.2 DictFormalSum – 辞書で実装された形式和
dictを基に実装された形式和.

このクラスは FormalSumContainerInterfaceを継承. インターフェースの
全てのメソッドは実装される.

Initialize (Constructor)

DictFormalSum(args: terminit, defaultvalue: RingElement=None)
→ DictFormalSum

argsの型については terminitを参照. 基数から係数への写像を作る.
任意引数 defaultvalueは__getitem__への初期設定値,すなわち,もし指定の基

数に関する項がなかったら検索を試み defaultvalueを返す.従ってそれは他の係数
が所属している環の元である.

4.22.3 ListFormalSum – リストで実装された形式和
リストを基に実装された形式和.

FormalSumContainerInterfaceを継承. インターフェースの全てのメソッ
ドは実装される.

Initialize (Constructor)

ListFormalSum(args: terminit, defaultvalue: RingElement=None)
→ ListFormalSum

argsの型については terminitを参照. 基数から係数への写像を作る.
任意引数 defaultvalueは__getitem__への初期設定値,すなわち,もし指定の基

数に関する項がなかったら,検索を試み defaultvalueを返す.従ってそれは他の係
数が所属している環の元である.
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4.23 poly.groebner – グレブナー基底
groebnerモジュールは多変数多項式イデアルに対するグレブナー基底を計算する
ためのもの.
このモジュールは以下に示す型を使用:

polynomial :
polynomialは関数 polynomialによって生み出された多項式.

order :
orderは多項式の項順序.

4.23.1 buchberger – グレブナー基底を得るための素朴なアルゴ
リズム

buchberger(generating: list, order: order) → [polynomials]

orderについての与えられた多項式の生成集合により生成されるイデアルのグレ
ブナー基底を返す.

この実装は非常に素朴なものだということに注意.

引数 generatingは Polynomialのリスト; 引数 orderは項順序.

4.23.2 normal_strategy – グレブナー基底を得る普通のアルゴ
リズム

normal_strategy(generating: list, order: order) → [polynomials]

orderについての与えられた多項式の生成集合により生成されるイデアルのグレ
ブナー基底を返す.

この関数は ‘普通の戦略’を使用.

引数 generatingは Polynomialのリスト; 引数 orderは項順序.

4.23.3 reduce_groebner – 簡約グレブナー基底
reduce_groebner(gbasis: list, order: order ) → [polynomials]

グレブナー基底から構成された簡約グレブナー基底を返す.

出力は以下を満たす:

• lb(f) は lb(g) を割り切る⇒ g は簡約グレブナー基底ではない.
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• モニック多項式.

引数 gbasisは多項式のリストで,(単に生成集合であるだけでなく)グレブナー基
底.

4.23.4 s_polynomial – S-polynomial

s_polynomial(f: polynomial, g: polynomial, order: order)
→ [polynomials]

orderについての fと gの S-多項式を返す.

S(f, g) = (lc(g) ∗ T/ lb(f)) ∗ f − (lc(f) ∗ T/ lb(g)) ∗ g,

T = lcm(lb(f), lb(g)).

Examples

>>> f = multiutil.polynomial({(1,0):2, (1,1):1},rational.theRationalField, 2)

>>> g = multiutil.polynomial({(0,1):-2, (1,1):1},rational.theRationalField, 2)

>>> lex = termorder.lexicographic_order

>>> groebner.s_polynomial(f, g, lex)

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(1, 0): 2, (0, 1): 2})

>>> gb = groebner.normal_strategy([f, g], lex)

>>> for gb_poly in gb:

... print(gb_poly)

...

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(1, 1): 1, (1, 0): 2})

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(1, 1): 1, (0, 1): -2})

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(1, 0): 2, (0, 1): 2})

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(0, 2): -2, (0, 1): -4.0})

>>> gb_red = groebner.reduce_groebner(gb, lex)

>>> for gb_poly in gb_red:

... print(gb_poly)

...

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(1, 0): Rational(1, 1), (0, 1): Rational(1, 1)})

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(0, 2): Rational(1, 1), (0, 1): 2.0})

4.24 poly.hensel – ヘンゼルリフト
• Classes

– †HenselLiftPair

– †HenselLiftMulti
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– †HenselLiftSimultaneously

• Functions

– lift_upto

このモジュールドキュメント内では,polynomialは整数係数多項式を意味.
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4.24.1 HenselLiftPair – ヘンゼルリフトの組
Initialize (Constructor)

HenselLiftPair(f: polynomial, a1: polynomial, a2: polynomial, u1: poly-
nomial, u2: polynomial, p: integer, q: integer=p)

→ HenselLiftPair

このオブジェクトはヘンゼルの補題によって引き上げられていく整数係数多項
式を保存.
引数は以下の前提条件を満たさなければならない:

• f, a1そして a2はモニック多項式
• f == a1*a2 (mod q)

• a1*u1 + a2*u2 == 1 (mod p)

• pは qを割り切り,どちらとも自然数

from_factors(f: polynomial, a1: polynomial, a2: polynomial, p: integer)
→ HenselLiftPair

これは HenselLiftPairのインスタンスを作成し返すクラスメソッド. 初期構
成のために u1と u2を計算し直す必要はない;これらは他の引数から用意される.

引数は以下の前提条件を満たすべきである:

• f, a1と a2はモニック多項式
• f == a1*a2 (mod p)

• pは素数

Attributes

point :
リストとしての因数 a1,a2.
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Methods

4.24.1.1 lift – 一段階引き上げる
lift(self) →

いわゆる二次方程式法により多項式を引き上げる.

4.24.1.2 lift_factors – a1と a2を引き上げる
lift_factors(self) →

整数係数多項式 Aiたちを引き上げることにより因数を更新:

• f == A1 * A2 (mod p * q)

• Ai == ai (mod q) (i = 1, 2)

さらに,qは p * qに更新される.
†次の前提条件は自動的に満たされる:

• f == a1*a2 (mod q)

• a1*u1 + a2*u2 == 1 (mod p)

• pは qを割り切る

4.24.1.3 lift_ladder – u1と u2を引き上げる
lift_ladder(self) →

u1と u2を U1と U2に更新:

• a1*U1 + a2*U2 == 1 (mod p**2)

• Ui == ui (mod p) (i = 1, 2)

そして, pを p**2に更新.
†次の前提条件は自動的に満たされる:

• a1*u1 + a2*u2 == 1 (mod p)

4.24.2 HenselLiftMulti – 複数多項式に対するヘンゼルリフト
Initialize (Constructor)

HenselLiftMulti(f: polynomial, factors: list, ladder: tuple, p: integer,
q: integer=p)

→ HenselLiftMulti
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このオブジェクトはヘンゼルの補題によって引き上げらていく整数係数多項式
の因数を保存. もし因数の数が二つなら,HenselLiftPairを使うべきである.
factorsは多項式のリスト; これらの多項式は二つのリスト sisと tisのタプ

ルである a1, a2, . . . ladderとして表し, 両リストは多項式から成る. s1, s2, . . .
として sisの多項式を表し, t1, t2, . . . として tisの多項式を表す.さらに,biを
i < j である ajたちの積として定義. 引数は以下の前提条件を満たす:

• fと全ての factorsはモニック多項式
• f == a1*...*ar (mod q)

• ai*si + bi*ti == 1 (mod p) (i = 1, 2, . . . , r)

• pは qを割り切り,どちらも自然数

from_factors(f: polynomial, factors: list, p: integer)
→ HenselLiftMulti

これは HenselLiftMultiのインスタンスを作成し返すためのクラスメソッド.
初期構成のために ladderを計算し直す必要はない;これらは他の引数によって用
意される.

引数は前提条件を満たすべきである:

• fと全ての factorsはモニック多項式
• f == a1*...*ar (mod q)

• pは素数

Attributes

point :
リストとしての因数 aiたち.
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Methods

4.24.2.1 lift – 一段階引き上げる
lift(self) →

いわゆる二次方程式法により多項式を引き上げる.

4.24.2.2 lift_factors – 因数を引き上げる
lift_factors(self) →

整数係数多項式 Aiたちを引き上げることにより因数を更新:

• f == A1*...*Ar (mod p * q)

• Ai == ai (mod q) (i = 1, . . . , r)

さらに,qは p * qに更新.
†次の前提条件は自動的に満たされる:

• f == a1*...*ar (mod q)

• ai*si + bi*ti == 1 (mod p) (i = 1, . . . , r)

• pは qを割り切る

4.24.2.3 lift_ladder – u1と u2を引き上げる
lift_ladder(self) →

siたちと tiたちを Siたちと Tiたちに更新:

• a1*Si + bi*Ti == 1 (mod p**2)

• Si == si (mod p) (i = 1, . . . , r)

• Ti == ti (mod p) (i = 1, . . . , r)

そして,pを p**2に更新.
†次の前提条件は自動的に満たされる:

• ai*si + bi*ti == 1 (mod p) (i = 1, . . . , r)
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4.24.3 HenselLiftSimultaneously
このメソッドは [14]で説明されている.
†以下の不変式を保存:

• aiたち, piと giたちはすべてモニック多項式
• f == g1*...*gr (mod p)

• f == d0 + d1*p + d2*p**2 +...+ dk*p**k

• hi == g(i+1)*...*gr

• 1 == gi*si + hi*ti (mod p) (i = 1, . . . , r)

• deg(si) < deg(hi), deg(ti) < deg(gi) (i = 1, . . . , r)

• pは qを割り切る
• f == l1*...*lr (mod q/p)

• f == a1*...*ar (mod q)

• ui == ai*yi + bi*zi (mod p) (i = 1, . . . , r)

Initialize (Constructor)

HenselLiftSimultaneously(target: polynomial, factors: list, cofactors:
list, bases: list, p: integer)

→ HenselLiftSimultaneously

このオブジェクトはヘンゼルの補題によって引き上げられていく整数係数多項
式の因数を保存.

f = target, gi in factors, his in cofactors and sis and tis are in bases.
from_factors(target: polynomial, factors: list, p: integer, ubound: in-
teger=sys.maxint)

→ HenselLiftSimultaneously

これは,因数がHenselLiftMultiによって引き上げられた,HenselLiftSimultaneously
のインスタンスを作成し返すためのクラスメソッドで,HenselLiftMultiはもし
sys.maxintより小さければ uboundと一致し,さもなくば sys.maxintと一致す
る. 初期構成を補助する多項式を計算し直す必要はない;これらは他の引数によっ
て用意される.

f = target, gis in factors.
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Methods

4.24.3.1 lift – 一段階引き上げる
lift(self) →

引き上げメソッド.このメソッドのみ呼び出すべき.

4.24.3.2 first_lift – 最初のステップ
first_lift(self) →

引き上げを開始.
f == l1*l2*...*lr (mod p**2)

diたち,uiたち,yiたちそして ziたちの初期化. aiたちと,biたちを更新. そし
て,qを p**2に更新.

4.24.3.3 general_lift – 次のステップ
general_lift(self) →

引き上げを続ける.
f == a1*a2*...*ar (mod p*q)

aiたち,ubiたち,yiたちそして ziたちを初期化. そして,qを p*q.に更新

4.24.4 lift_upto – main関数
lift_upto(self, target: polynomial, factors: list, p: integer, bound: in-
teger)

→ tuple

boundまで targetの factors mod pをヘンゼルリフト氏,factors mod q と
the qそれ自身を返す.
以下の前提条件は満たされるべきである:

• targetはモニック多項式.

• target == product(factors) mod p

結果 (factors, q)は以下の前提条件を満たす:

• k s.t. q == p**k >= boundなる k が存在
• target == product(factors) mod q
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4.25 poly.multiutil – 多変数多項式に対するユーティ
リティ

• Classes

– RingPolynomial

– DomainPolynomial

– UniqueFactorizationDomainPolynomial

– OrderProvider

– NestProvider

– PseudoDivisionProvider

– GcdProvider

– RingElementProvider

• Functions

– polynomial
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4.25.1 RingPolynomial
可換環係数を持つ一般の多項式.

Initialize (Constructor)

RingPolynomial(coefficients: terminit, **keywords: dict)
→ RingPolynomial

keywordsは以下を含まなければならない:

coeffring 可換環 (CommutativeRing)

number_of_variables 変数の数 (integer)

order 項順序 (TermOrder)

このクラスはBasicPolynomial, OrderProvider, NestProvider and RingEle-
mentProviderを継承する.

Attributes

order :
項順序.
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Methods

4.25.1.1 getRing

getRing(self) → Ring

多項式が所属する Ringのサブクラスのオブジェクトを返す.
(このメソッドは RingElementProvider内の定義をオーバーライドする)

4.25.1.2 getCoefficientRing

getCoefficientRing(self) → Ring

すべての係数が所属する Ringのサブクラスのオブジェクトを返す.
(このメソッドは RingElementProvider内の定義をオーバーライドする)

4.25.1.3 leading_variable

leading_variable(self) → integer

主変数 (全ての全次数が 1の項の中での主項)の位置を返す.
主項は結果として項順序に変化する.項順序は属性 orderによって指定される.
(このメソッドは NestProviderから継承される)

4.25.1.4 nest

nest(self, outer: integer, coeffring: CommutativeRing)
→ polynomial

与えられた位置の変数 outerを引き出すことにより多項式をネスト.
(このメソッドは NestProviderから継承される)

4.25.1.5 unnest

nest(self, q: polynomial, outer: integer, coeffring: CommutativeRing)
→ polynomial

与えられた位置の変数 outerを挿入することによりネストされた多項式 qをア
ンネストします.
(このメソッドは NestProviderから継承されます)

4.25.2 DomainPolynomial
整域の係数を持つ多項式.
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Initialize (Constructor)

DomainPolynomial(coefficients: terminit, **keywords: dict)
→ DomainPolynomial

keywordsは以下を含まなければならない:

coeffring 可換環 (CommutativeRing)

number_of_variables 変数の数 (integer)

order 項順序 (TermOrder)

このクラスはRingPolynomialと PseudoDivisionProviderを継承する.

Operations

operator explanation
f / g 除算 (結果は有理関数)
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Methods

4.25.2.1 pseudo_divmod

pseudo_divmod(self, other: polynomial) → polynomial

以下となる多項式 Q, R を返す:

ddeg(self)−deg(other)+1self = other ×Q+R

固定値として otherの主係数である d.
結果として主係数は項の係数に変わる. 項順序は属性 orderによって指定され

る.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される.)

4.25.2.2 pseudo_floordiv

pseudo_floordiv(self, other: polynomial) → polynomial

以下となる多項式 Q を返す:

ddeg(self)−deg(other)+1self = other ×Q+R

固定値として otherの主係数 d と 多項式 R.

結果として主係数は項順序に変わる. 項順序は属性 orderによって指定され
る.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される.)

4.25.2.3 pseudo_mod

pseudo_mod(self, other: polynomial) → polynomial
以下となる多項式 R を返す:

ddeg(self)−deg(other)+1 × self = other ×Q+R

d は otherの主係数で Q は多項式.
結果として主係数は項の位数に変わる.項順序は属性 orderによって指定され

る.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される.)

4.25.2.4 exact_division

exact_division(self, other: polynomial) → polynomial

(割り切れるときのみ)除算で商を返す.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される.)
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4.25.3 UniqueFactorizationDomainPolynomial
一意分解聖域 (UFD)係数を持つ多項式.

Initialize (Constructor)

UniqueFactorizationDomainPolynomial(coefficients: terminit,
**keywords: dict)

→ UniqueFactorizationDomainPolynomial

keywordsは以下を含まなければならない:

coeffring 可換環 (CommutativeRing)

number_of_variables 変数の数 (integer)

order 項順序 (TermOrder)

このクラスはDomainPolynomialとGcdProviderを継承する.

306



Methods

4.25.3.1 gcd

gcd(self, other: polynomial) → polynomial
gcdを返す.ネストされた多項式の gcdが使われる.

(このメソッドは GcdProviderから継承される.)

4.25.3.2 resultant

resultant(self, other: polynomial, var: integer) → polynomial
その位置 varによって指定された変数についての,同じ環上の二つの多項式の

終結式を返す.

4.25.4 polynomial – さまざまな多項式に対するファクトリ関数
polynomial(coefficients: terminit, coeffring: CommutativeRing,
number_of_variables: integer=None)

→ polynomial

多項式を返す.

†関数が呼ばれる前に次の設定をすることにより,係数環から多項式の型を選ぶ
方法をオーバーライドできる:
special_ring_table[coeffring_type] = polynomial_type

.

4.25.5 prepare_indeterminates – 不定元連立宣言
prepare_indeterminates(names: string, ctx: dict, coeffring: Coeffi-
cientRing=None)

→ None

不定元な namesによって分けられた空間から,不定元を表す変数を用意する. 結
果は辞書 ctxに格納される.
変数はすぐに用意されるべきである,さもなくば間違った変数のエイリアスが

計算を遅くし混乱させるだろう.
もし任意引数の coeffringが与えられなければ,不定元は整数係数多項式として

初期化される.

Examples

>>> prepare_indeterminates("X Y Z", globals())

>>> Y

UniqueFactorizationDomainPolynomial({(0, 1, 0): 1})
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4.26 poly.multivar – 多変数多項式
• Classes

– †PolynomialInterface

– †BasicPolynomial

– TermIndices
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4.26.1 PolynomialInterface –全ての多変数多項式の基底クラス
インターフェースが抽象クラスなのでインスタンスは作らない.

4.26.2 BasicPolynomial – 多項式の基本的な実装
基本的な多項式のデータ型.

4.26.3 TermIndices – 多変数多項式の項のインデックス
タプルのようなオブジェクト.

Initialize (Constructor)

TermIndices(indices: tuple) → TermIndices

コンストラクタは整数性や非負性などのインデックスの正しさを調べない.

Operations

operator explanation
t == u 等しいかどうか
t != u 等しくないかどうか
t + u (componentwise) 和
t - u (componentwise) 差
t * a (componentwise) スカラーによる積 a

t <= u, t < u, t >= u, t > u 位数
t[k] k番目のインデックス
len(t) 長さ
iter(t) イテレータ
hash(t) ハッシュ
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Methods

4.26.3.1 pop

pop(self, pos: integer) → (integer, TermIndices)

posにおけるインデックスと posのインデックスを除いた新しい TermIndices
オブジェクトを返す.

4.26.3.2 gcd

gcd(self, other: TermIndices) → TermIndices
二つのインデックスの “gcd”を返す.

4.26.3.3 lcm

lcm(self, other: TermIndices) → TermIndices
二つのインデックスの “lcm”を返す.
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4.27 poly.ratfunc – 有理関数
• Classes

– RationalFunction

有理関数は二つの多項式の,分数として書けるもの.
このモジュールが役に立つと期待しないこと. ただ多項式の除算のための無難

なコンテナを提供するもの.
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4.27.1 RationalFunction – 有理関数クラス
Initialize (Constructor)

RationalFunction(numerator: polynomial, denominator: polynomial=1)
→ RationalFunction

与えられた numeratorと denominatorを持つ有理関数を作る. もし numerator
が RationalFunctionのインスタンスで,denominatorが与えられなければコピー
を作る. もし numeratorが多項式なら,numeratorが与えられた有理関数を作る.
さらに,もし denominatorがすでに与えられていたら,分母はその値で設定され,
さもなくば分母は 1.

Attributes

numerator :
多項式.

denominator :
多項式.

Operations

operator explanation
A==B Aと Bが等しいかどう返す.
str(A) 読みやすい文字列を返す.
repr(A) Aの構造表現文字列を返す.
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Methods

4.27.1.1 getRing – 有理関数体を得る
getRing(self) → RationalFunctionField

有理関数が所属する有理関数体を返す.
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4.28 poly.ring – 多項式環
• Classes

– PolynomialRing

– RationalFunctionField

– PolynomialIdeal
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4.28.1 PolynomialRing – 多項式環
uni-/multivariate polynomial ringsのためのクラス. CommutativeRingのた
めのサブクラス.

Initialize (Constructor)

PolynomialRing(coeffring: CommutativeRing, number_of_variables:
integer=1)

→ PolynomialRing

coeffringは係数環. number_of_variablesは変数の数. もしその値が 1 より大
きければ,その環は多変数多項式に対するもの.

Attributes

zero :
環上の 0.

one :
環上の 1.
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Methods

4.28.1.1 getInstance – クラスメソッド
getInstance(coeffring: CommutativeRing, number_of_variables: inte-
ger)

→ PolynomialRing

係数環 coeffringと変数の数 number_of_variablesを持つ多項式環のインスタ
ンスを返す.

4.28.1.2 getCoefficientRing

getCoefficientRing() → CommutativeRing

4.28.1.3 getQuotientField

getQuotientField() → Field

4.28.1.4 issubring

issubring(other: Ring) → bool

4.28.1.5 issuperring

issuperring(other: Ring) → bool

4.28.1.6 getCharacteristic

getCharacteristic() → integer

4.28.1.7 createElement

createElement(seed) → polynomial
多項式を返す. seedは多項式, 係数環の元,または一変数/多変数多項式の最初

の引数に適した他のデータであり得る.

4.28.1.8 gcd

gcd(a, b) → polynomial
(可能ならば)与えられた多項式の最大公約数を返す. 多項式は多項式環に入っ

ていなければならない. もし係数環が体ならば,その結果はモニック多項式.
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4.28.1.9 isdomain

4.28.1.10 iseuclidean

4.28.1.11 isnoetherian

4.28.1.12 ispid

4.28.1.13 isufd

CommutativeRingから継承された.

4.28.2 RationalFunctionField – 有理関数体
Initialize (Constructor)

RationalFunctionField(field: Field, number_of_variables: integer)
→ RationalFunctionField

有理関数体に関するクラス. QuotientFieldのサブクラス.

fieldはFieldのオブジェクトであるべきである係数体. number_of_variables
は変数の数.

Attributes

zero :
体上の 0.

one :
体上の 1.
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Methods

4.28.2.1 getInstance – クラスメソッド
getInstance(coefffield: Field, number_of_variables: integer)

→ RationalFunctionField

係数体coefffieldと変数の数number_of_variablesを持つRationalFunctionField

のインスタンスを返す.

4.28.2.2 createElement

createElement(*seedarg: list, **seedkwd: dict) → RationalFunction

4.28.2.3 getQuotientField

getQuotientField() → Field

4.28.2.4 issubring

issubring(other: Ring) → bool

4.28.2.5 issuperring

issuperring(other: Ring) → bool

4.28.2.6 unnest

unnest() → RationalFunctionField

もし selfが RationalFunctionFieldにネストされていたら,すなわちその係
数体もまた RationalFunctionFieldなら,メソッドは一段階アンネストされた
RationalFunctionFieldを返す.
例えば:

Examples

>>> RationalFunctionField(RationalFunctionField(Q, 1), 1).unnest()

RationalFunctionField(Q, 2)

4.28.2.7 gcd

gcd(a: RationalFunction, b: RationalFunction) → RationalFunction

Fieldから継承される.

318



4.28.2.8 isdomain

4.28.2.9 iseuclidean

4.28.2.10 isnoetherian

4.28.2.11 ispid

4.28.2.12 isufd

CommutativeRingから継承される.

4.28.3 PolynomialIdeal – 多項式環のイデアル
多項式環のイデアルを表す Idealのサブクラス.

Initialize (Constructor)

PolynomialIdeal(generators: list, polyring: PolynomialRing)
→ PolynomialIdeal

generatorsによって生成される多項式環 polyringのイデアルを表す新しいオブ
ジェクトを作成.

Operations

operator explanation
in 含まれているかのテスト
== 同じイデアルか?
!= 異なるイデアルか?
+ 和
* 積
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Methods

4.28.3.1 reduce

reduce(element: polynomial) → polynomial

イデアルを法とする elementの剰余.

4.28.3.2 issubset

issubset(other: set) → bool

4.28.3.3 issuperset

issuperset(other: set) → bool
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4.29 poly.termorder – 項順序
• Classes

– †TermOrderInterface

– †UnivarTermOrder

– MultivarTermOrder

• Functions

– weight_order
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4.29.1 TermOrderInterface – 項順序のインターフェース
Initialize (Constructor)

TermOrderInterface(comparator: function) → TermOrderInterface

項順序は主に二つの項 (または単項式)の優先順位を決定する関数.優先順位に
より,全ての項は順序付けられる.
より正確に言うと,Python の形式では,項順序は整数での二つのタプルをとり,

そのそれぞれのタプルは項のべき指数を表す.そして組み込み関数の cmpのよう
にただ 0, 1 または -1 を返す.

A TermOrderオブジェクトは優先順位関数だけでなく,次数や主係数などが記
された,多項式のフォーマットされた文字列を返すメソッドも提供.

comparatorは整数での二つのタプルのようなオブジェクトをとり,それぞれの
タプルは項のべき指数を表す.そして組み込み関数 cmpのようにただ 0, 1 または
-1 を返す.

このクラスは抽象クラスでインスタンスが作られるべきではない. kのメソッド
は下にオーバーライドされなければならない.
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Methods

4.29.1.1 cmp

cmp(self, left: tuple, right: tuple) → integer

二つのインデックスタプル leftと rightを比較し優先順位を決定.

4.29.1.2 format

format(self, polynom: polynomial, **keywords: dict)
→ string

多項式 polynomのフォーマットされた文字列を返す.

4.29.1.3 leading_coefficient

leading_coefficient(self, polynom: polynomial) → CommutativeRingElement

多項式 polynomの項順序についての主係数を返す.

4.29.1.4 leading_term

leading_term(self, polynom: polynomial) → tuple

多項式polynomの主項を項順序についてのタプル(degree index, coefficient)

として返す.

4.29.2 UnivarTermOrder – 一変数多項式に対する項順序
Initialize (Constructor)

UnivarTermOrder(comparator: function) → UnivarTermOrder

一変数多項式に対しては一意的な項順序がある. 次数として知られている.
一変数の場合への特別なことは,べき数はタプルではなく,単なる整数であると

いうことである. このことから,メソッド signaturesもまた TermOrderInterface
内の定義から変換する必要があるが,それは容易なため説明は省略.

comparatorは二つの整数をとり,cmpのようにただ 0, 1 または -1 を返すため
に呼ばれ得る,すなわち,もしそれらが 0 を返す, 最初は 1 より大きい,そしてさ
もなくば -1. 理論上は期待できる比較関数は cmp関数のみ.

このクラスは TermOrderInterfaceを継承する.
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Methods

4.29.2.1 format

format(self, polynom: polynomial, varname: string=’X’, reverse:
bool=False)

→ string

多項式 polynomのフォーマットされた文字列を返す.

• polynomは一変数多項式でなければならない
• varnameは変数名の設定ができる.

• reverseは Trueと Falseのどちらかになり得る. もしそれが Trueなら,項
は逆 (降)順で現れる.

4.29.2.2 degree

degree(self, polynom: polynomial) → integer

多項式 polynomの次数を返す.

4.29.2.3 tail_degree

tail_degree(self, polynom: polynomial) → integer

polynomの全ての項の中での最小次数を返す.

このメソッドは experimentalです.

4.29.3 MultivarTermOrder – 多変数多項式に対する項順序
Initialize (Constructor)

MultivarTermOrder(comparator: function) → MultivarTermOrder

このクラスは TermOrderInterfaceを継承する.
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Methods

4.29.3.1 format

format(self, polynom: polynomial, varname: tuple=None, reverse:
bool=False, **kwds: dict)

→ string

多項式 polynomのフォーマットされた文字列を返す.

追加の引数である varnamesは変数名が必要とされる.

• polynomは多変数多項式です.

• varnamesは変数名の列.

• reverseは Trueと Falseのどちらかになり得る. もしそれが True,項は逆
(降)順で現れる.

4.29.4 weight_order – 重み付き順序付け
weight_order(weight: sequence, tie_breaker: function=None)

→ function

weightによる重み付き順序の比較関数を返す.

w を weightをします. 重み付き順序付けは引数 x と y によって定義され,それ
らは以下を満たす. もし w · x < w · y なら x < y であり,また w · x == w · y か
つ tie breaker が x < y と出したら x < y
.
オプション tie_breakerは,もし重み付きベクトルのドット積が引数 tieと等し

いままなら使われるもう一つの比較関数. もしそのオプションが None (初期設定)
で,与えられた引数を順序付けするため tie breakerが本当に必要なら, TypeError
が起こる.

Examples

>>> w = termorder.MultivarTermOrder(

... termorder.weight_order((6, 3, 1), cmp))

>>> w.cmp((1, 0, 0), (0, 1, 2))

1

325



4.30 poly.uniutil – 一変数多項式のためのユーティリ
ティ

• Classes

– RingPolynomial

– DomainPolynomial

– UniqueFactorizationDomainPolynomial

– IntegerPolynomial

– FieldPolynomial

– FinitePrimeFieldPolynomial

– OrderProvider

– DivisionProvider

– PseudoDivisionProvider

– ContentProvider

– SubresultantGcdProvider

– PrimeCharacteristicFunctionsProvider

– VariableProvider

– RingElementProvider

• Functions

– polynomial
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4.30.1 RingPolynomial – 可換環上の多項式
Initialize (Constructor)

RingPolynomial(coefficients: terminit, coeffring: CommutativeR-
ing, **keywords: dict)

→ RingPolynomial object

多項式を与えられた係数環 coeffringで初期化.

このクラスは SortedPolynomial, OrderProviderそして RingElement-
Providerから継承.

coefficientsの型は terminit. coeffringはCommutativeRingのサブクラス
のインスタンス.
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Methods

4.30.1.1 getRing

getRing(self) → Ring

多項式の所属する Ringのサブクラスのオブジェクトを返す.
(このメソッドは RingElementProvider内の定義をオーバーライドする)

4.30.1.2 getCoefficientRing

getCoefficientRing(self) → Ring

全ての係数が所属する Ringサブクラスのオブジェクトを返す.
(このメソッドは RingElementProvider内の定義をオーバーライドする)

4.30.1.3 shift_degree_to

shift_degree_to(self, degree: integer) → polynomial

次数が与えられた degreeである多項式を返す. より正確に, f(X) = a0 + ...+
anX

n とすると, f.shift_degree_to(m) は以下を返す:

• もし fが零多項式なら,零多項式を返す
• an−m + ...+ anX

m, (0 ≤ m < n)

• a0X
m−n + ...+ anX

m, (m ≥ n)

(このメソッドは OrderProviderから継承される)

4.30.1.4 split_at

split_at(self, degree: integer) → polynomial

与えられた次数で分割された二つの多項式のタプルを返す.与えられた次数の
項は,もし存在するなら, 下の次数の多項式の側に属する.
(このメソッドは OrderProviderから継承される)

4.30.2 DomainPolynomial – 整域上の多項式
Initialize (Constructor)

DomainPolynomial(coefficients: terminit, coeffring: Commuta-
tiveRing, **keywords: dict)

→ DomainPolynomial object
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与えられた整域 coeffringに対し多項式を初期化.

基本的な多項式の演算に加え,それは擬除算を持つ.

このクラスはRingPolynomialと PseudoDivisionProviderを継承.
coefficients の型は terminit. coeffring は coeffring.isdomain() を満たす

CommutativeRingのサブクラスのインスタンス.
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Methods

4.30.2.1 pseudo_divmod

pseudo_divmod(self, other: polynomial) → tuple

以下のような多項式 Q, R のタプル (Q, R)を返す:

ddeg(f)−deg(other)+1f = other ×Q+R,

d は otherの主係数.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される)

4.30.2.2 pseudo_floordiv

pseudo_floordiv(self, other: polynomial) → polynomial

以下のような多項式 Q を返す:

ddeg(f)−deg(other)+1f = other ×Q+R,

d は otherの主係数.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される)

4.30.2.3 pseudo_mod

pseudo_mod(self, other: polynomial) → polynomial

以下のような多項式 R を返す:

ddeg(f)−deg(other)+1f = other ×Q+R,

d は otherの主係数.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される)

4.30.2.4 exact_division

exact_division(self, other: polynomial) → polynomial

(割り切れるとき)除算の商を返す.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される)

4.30.2.5 scalar_exact_division

scalar_exact_division(self, scale: CommutativeRingElement)
→ polynomial

各係数を割り切る scaleによる商を返す.
(このメソッドは PseudoDivisionProviderから継承される)
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4.30.2.6 discriminant

discriminant(self) → CommutativeRingElement

多項式の判別式を返す.

4.30.2.7 to_field_polynomial

to_field_polynomial(self) → FieldPolynomial

整域D上の多項式環をDの商体へ埋め込むことにより得られるFieldPolynomial

オブジェクトを返す.

4.30.3 UniqueFactorizationDomainPolynomial – UFD 上
の多項式

Initialize (Constructor)

UniqueFactorizationDomainPolynomial(coefficients: terminit,
coeffring: CommutativeRing, **keywords: dict)

→ UniqueFactorizationDomainPolynomial object

与えられた UFD coeffringにおいて多項式を初期化.

このクラスはDomainPolynomial, SubresultantGcdProviderそしてCon-
tentProviderから継承する.

coefficientsの型は terminit. coeffringはcoeffring.isufd()を満たすCom-
mutativeRingのサブクラスのインスタンス.

4.30.3.1 content

content(self) → CommutativeRingElement

多項式の内容を返す.
(このメソッドは ContentProviderから継承される)

4.30.3.2 primitive_part

primitive_part(self) → UniqueFactorizationDomainPolynomial

多項式の原始的部分を返す.
(このメソッドは ContentProviderから継承される)
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4.30.3.3 subresultant_gcd

subresultant_gcd(self, other: polynomial) → UniqueFactorizationDomainPolynomial

与えられた多項式の最大公約数を返す. これらは多項式環に入っていなければ
ならず,その係数環は UFDでなければならない.
(このメソッドは SubresultantGcdProviderから継承される)
Reference: [13]Algorithm 3.3.1

4.30.3.4 subresultant_extgcd

subresultant_extgcd(self, other: polynomial) → tuple

A× self +B × other = P である (A, B, P) を返す. P は与えられた多項式
の最大公約数. これは多項式環に入っていなければならず,その係数環は UFDで
なければならない.
参考: [21]p.18
(このメソッドは SubresultantGcdProviderから継承される)

4.30.3.5 resultant

resultant(self, other: polynomial) → polynomial
selfと otherの終結式を返す.

(このメソッドは SubresultantGcdProviderから継承される)

4.30.4 IntegerPolynomial – 有理整数環上の多項式
Initialize (Constructor)

IntegerPolynomial(coefficients: terminit, coeffring: CommutativeR-
ing, **keywords: dict)

→ IntegerPolynomial object

与えられた可換環 coeffringにおいて多項式を初期化.

組み込みの intへ特別な初期化がされなければならないので,このクラスは必要
とされる.

このクラスはUniqueFactorizationDomainPolynomialから継承.

coefficientsの型は terminit. coeffringは IntegerRingのインスタンス. 冗
長なように思えるが,有理整数環を与える必要がある.
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4.30.5 FieldPolynomial – 体上の多項式
Initialize (Constructor)

FieldPolynomial(coefficients: terminit, coeffring: Field, **keywords:
dict)

→ FieldPolynomial object

与えられた体 coeffringにおいて多項式を初期化.

体上の多項式環はユークリッド整域なので, 除算が提供される.

このクラスはRingPolynomial, DivisionProviderそしてContentProvider
から継承.

coefficientsの型は terminit. coeffringはFieldのサブクラスのインスタンス.

Operations

operator explanation
f // g 切り捨て除算の商
f % g 余り
divmod(f, g) 商と余り
f / g 有利関数体上での除算
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Methods

4.30.5.1 content

content(self) → FieldElement

多項式の内容を返す.
(このメソッドは ContentProviderから継承される)

4.30.5.2 primitive_part

primitive_part(self) → polynomial

多項式の原始的部分を返す.
(このメソッドは ContentProviderから継承される)

4.30.5.3 mod

mod(self, dividend: polynomial) → polynomial

dividend mod self を返す.
(このメソッドは DivisionProviderから継承される)

4.30.5.4 scalar_exact_division

scalar_exact_division(self, scale: FieldElement) → polynomial

各係数を割り切る scaleによる商を返す.
(このメソッドは DivisionProviderから継承される)

4.30.5.5 gcd

gcd(self, other: polynomial) → polynomial

selfと otherの最大公約数を返す.

返される多項式はすでにモニック多項式です.
(このメソッドは DivisionProviderから継承される)

4.30.5.6 extgcd

extgcd(self, other: polynomial) → tuple

タプル (u, v, d)を返す; 二つの多項式 selfと otherの最大公約数 dと以下と
なる u, v である

d = self × u+ other × v
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extgcdを参照.
(このメソッドは DivisionProviderから継承される)

4.30.6 FinitePrimeFieldPolynomial – 有限素体上の多項式
Initialize (Constructor)

FinitePrimeFieldPolynomial(coefficients: terminit, coeffring:
FinitePrimeField, **keywords: dict)

→ FinitePrimeFieldPolynomial object

与えられた可換環 coeffringにおいて多項式を初期化.

このクラスはFieldPolynomialとPrimeCharacteristicFunctionsProvider
から継承する.

coefficientsの型は terminit. coeffringはFinitePrimeFieldのサブクラスの
インスタンス.
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Methods

4.30.6.1 mod_pow – モジュロとべき乗

mod_pow(self, polynom: polynomial, index: integer)
→ polynomial

polynomindex mod self を返す.

selfを法としていることに注意.
(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.2 pthroot

pthroot(self) → polynomial

Xp を X に渡すことにより得られる多項式を返す. p は標数.もし多項式が p
乗された項のみ成さなければ,結果は無意味.
(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.3 squarefree_decomposition

squarefree_decomposition(self) → dict

平方因子を含まない多項式分解を返す.

返される値は,keysが整数で valuesが対応したべき乗因子の辞書.例えば,もし

Examples

>>> A = A1 * A2**2

>>> A.squarefree_decomposition()

{1: A1, 2: A2}.

(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.4 distinct_degree_decomposition

distinct_degree_decomposition(self) → dict

多項式を相異なる次数で因数分解したものを返す.

返される値は keysが整数で valuesが対応した次数の因数の積である辞書.例え
ば,もし A = A1 × A2, で,そして A1 の全ての既約因子が次数 1 を持ち, A2 の
既約因子は次数 2 を持つ, そして結果は: {1: A1, 2: A2}.
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与えられた多項式は平方因子をもなたいものでなければならず,その係数環
は有限体でなければならない.
(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.5 split_same_degrees

split_same_degrees(self, degree: ) → list

多項式の既約因子を返す.

多項式は与えられた次数の既約因子の積でなければならない.
(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.6 factor

factor(self) → list

多項式を因数分解する.

返される値は,最初の成分は因数で次の成分はその重複度であるタプルのリス
トです.
(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.6.7 isirreducible

isirreducible(self) → bool
もし多項式が既約なら Trueを返し, さもなくば Falseを返す.

(このメソッドは PrimeCharacteristicFunctionsProviderから継承される)

4.30.7 polynomial – さまざまな多項式に対するファクトリ関数
polynomial(coefficients: terminit, coeffring: CommutativeRing)

→ polynomial

多項式を返す.

†関数を呼ぶ前に以下を設定することにより,係数環から多項式の型を選ぶ方法
をオーバーライドすることができる:
special_ring_table[coeffring_type] = polynomial_type

.
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4.31 poly.univar – 一変数多項式
• Classes

– †PolynomialInterface

– †BasicPolynomial

– SortedPolynomial

この poly.univar は以下の型を使っている:

polynomial :
polynomial はこの文脈では PolynomialInterfaceのサブクラスのインス
タンス.
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4.31.1 PolynomialInterface – 全ての一変数多項式に対する基
底クラス

Initialize (Constructor)

抽象クラスなのでインスタンスは作らない.
このクラスは FormalSumContainerInterfaceから派生される.

Operations

operator explanation
f * g 乗法1

f ** i べき乗
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Methods

4.31.1.1 differentiate – 形式微分
differentiate(self) → polynomial

多項式の形式微分を返す.

4.31.1.2 downshift_degree – 多項式の次数を下げる
downshift_degree(self, slide: integer) → polynomial

次数 slideを持つ全ての項を下にシフトして得られた多項式を返す.
最も次数が小さい項が slideより小さいとき,結果は数学的には多項式でない

ことに注意. このような場合でも,このメソッドは例外は起こさない.

†f.downshift_degree(slide)は f.upshift_degree(-slide)と同等のもの
です.

4.31.1.3 upshift_degree – 多項式の次数を上げる
upshift_degree(self, slide: integer) → polynomial

次数 slideを持つ全ての項を上にシフトして得られた多項式を返す.
†f.upshift_degree(slide)は f.term_mul((slide, 1))と同等のものであ

る.

4.31.1.4 ring_mul – 環上の乗法
ring_mul(self, other: polynomial) → polynomial

多項式 otherとの乗法の結果を返す.

4.31.1.5 scalar_mul – スカラーの乗法
scalar_mul(self, scale: scalar) → polynomial

スカラー scaleによる乗法の結果を返す.

4.31.1.6 term_mul – 項の乗法
term_mul(self, term: term) → polynomial

与えられた termの乗法の結果を返す. termはタプル (degree, coeff)として
与えられるか,polynomialとして与えられる.
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4.31.1.7 square – 自身との乗法
square(self) → polynomial
この多項式の平方を返す.

4.31.2 BasicPolynomial – 多項式の基本的実装
基本的な多項式の型. 変数名や環のような概念はない.

Initialize (Constructor)

BasicPolynomial(coefficients: terminit, **keywords: dict)
→ BasicPolynomial

このクラスは PolynomialInterfaceを継承し実装.
coefficientsの型は terminit.

4.31.3 SortedPolynomial – 項がソートされたままの状態に維
持する多項式

Initialize (Constructor)

SortedPolynomial(coefficients: terminit, _sorted: bool=False,
**keywords: dict)

→ SortedPolynomial
このクラスは PolynomialInterfaceから派生される.
coefficientsの型は terminit. 任意的に もし係数がすでにソートされた項のリ

ストなら,_sorted は True になり得る.
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Methods

4.31.3.1 degree – 次数
degree(self) → integer

この多項式の次数を返す. もし零多項式なら, 次数は −1 となる.

4.31.3.2 leading_coefficient – 主係数
leading_coefficient(self) → object

最も次数が高い項の係数を返す.

4.31.3.3 leading_term – 主項
leading_term(self) → tuple

タプル (degree, coefficient)として主項を返す.

4.31.3.4 †ring_mul_karatsuba – Karatsuba法による乗算
ring_mul_karatsuba(self, other: polynomial) → polynomial

同じ環上での二つの多項式の乗法. 計算は Karatsuba法によって実行される.
これはだいたい次数が 100以上のとき早く動くだろう. 初期設定ではこの方法

を用いていないので,これを使う必要があるなら自身で用いる.
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