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1 GRANICE

1 Granice

1.1 Granice ciągów

Zadanie 1.1.1
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n5 + 5n2 + 4
n5 − n− 2

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.2
Obliczyć granicę

lim
n→∞

5n5 + 5n3 + 5n2 + 1
−2n3 − 2n2 + 5

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.3
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n5 + 2n3 + 3n2

4n5 − 2n3 − 2n2 − n− 3

Rozwiązanie: 1
4

Zadanie 1.1.4
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n3 − 2
4n5 − 3n3 − 3n2 + 5n+ 2

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.5
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−n2 + 4n
4n5 − 2n3 − 2n2 − 3

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.6
Obliczyć granicę

lim
n→∞

5n5 − 3n2

4n5 + n3 + n2 + n+ 2

Rozwiązanie: 5
4

Zadanie 1.1.7
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−n5 − 2n3 − 2n2 + n
3n5 − 3n3 − 3n2 + 5n− 2

Rozwiązanie: − 13

Zadanie 1.1.8
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n5 + 2
−3n3 − 3n2 + 5n

Rozwiązanie: −∞
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.9
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n5 + 4n3 + 3n2 + 5
n5 + 4n3 + 4n2

Rozwiązanie: 2

Zadanie 1.1.10
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n5 + 3n3 − 3n+ 2
2n5 + n3 + n2 + 5n− 2

Rozwiązanie: 1
2

Zadanie 1.1.11
Obliczyć granicę

lim
n→∞

5n3 + n2 + 3n
−2n5 − 2n3 − 2n2 + 5

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.12
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n3 + 2n2 + 2n+ 5
3n5 + 5n3 + 5n2 + 4n+ 4

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.13
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2n5 + 2n3 + n2 + 5n
−2n3 − 2n2

Rozwiązanie: ∞

Zadanie 1.1.14
Obliczyć granicę

lim
n→∞

5n3 − n2

−3n5 + 3n3 + 3n2 + 3n+ 2

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.15
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−3n5 + 3n3 − 3n2 − 3n− 2
n5 − n3 − n2

Rozwiązanie: −3

Zadanie 1.1.16
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2n5 − 2n3 − 1
n5 + n3 + n2 + 2

Rozwiązanie: −2
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.17
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n2 + 4
−2n5 − 3n3 − 3n2 + 3n− 1

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.18
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−3n5 − 2n3 + 4n2 + 4n+ 4
5n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.19
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−3n5 + 3n2 + 4n
3n5 − 3n3 − 3n2 + n− 3

Rozwiązanie: −1

Zadanie 1.1.20
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n3 − n2 + 5n+ 1
4n5 + 5n3 + 5n2 + 4n− 2

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.21
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n− 2√
3n2 + 4n− 2

Rozwiązanie: 2
√
3
3

Zadanie 1.1.22
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
n2 + 5n+ 1
4n− 2

Rozwiązanie: 1
4

Zadanie 1.1.23
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
5n2 + 3n− 3
2n− 2

Rozwiązanie:
√
5
2

Zadanie 1.1.24
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
2n2 − 2n− 3
4n+ 4

Rozwiązanie:
√
2
4
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.25
Obliczyć granicę

lim
n→∞

3n− 1√
n2 + 3n+ 2

Rozwiązanie: 3

Zadanie 1.1.26
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4− 2n√
3n2 − n− 3

Rozwiązanie: − 2
√
3
3

Zadanie 1.1.27
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2− n√
n2 + n+ 1

Rozwiązanie: −1

Zadanie 1.1.28
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n+ 5√
2n2 + 5n+ 4

Rozwiązanie: 2
√
2

Zadanie 1.1.29
Obliczyć granicę

lim
n→∞

1− 3n√
4n2 + 2n+ 1

Rozwiązanie: − 32

Zadanie 1.1.30
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
n2 + 2n+ 1
2n+ 3

Rozwiązanie: 1
2

Zadanie 1.1.31
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
5n2 − 3n− 1
4n+ 1

Rozwiązanie:
√
5
4

Zadanie 1.1.32
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
n2 + 4n− 2
n− 3

Rozwiązanie: 1
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.33
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n+ 3√
5n2 + 2n+ 3

Rozwiązanie:
√
5
5

Zadanie 1.1.34
Obliczyć granicę

lim
n→∞

n+ 4√
2n2 + 4n− 2

Rozwiązanie:
√
2
2

Zadanie 1.1.35
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n+ 2√
n2 + 5n− 2

Rozwiązanie: 2

Zadanie 1.1.36
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n+ 2√
n2 + n+ 2

Rozwiązanie: 4

Zadanie 1.1.37
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
n2 + n− 3
n+ 1

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.38
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−n− 3√
n2 − 3n+ 5

Rozwiązanie: −1

Zadanie 1.1.39
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
4n2 − 3n+ 4
3n+ 1

Rozwiązanie: 2
3

Zadanie 1.1.40
Obliczyć granicę

lim
n→∞

√
4n2 + n+ 2
3n− 1

Rozwiązanie: 2
3
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.41
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4 · 3n + 4n

3 · 2n − 3n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.42
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−3 · 4n + 4 · 5n

−3 · 3n + 4 · 5n

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.43
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4 · 2n − 2 · 4n

2 · 2n + 4 · 4n

Rozwiązanie: − 12

Zadanie 1.1.44
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2n + 4n

−2 · 2n + 4 · 5n

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.45
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n − 5n

−2n + 5 · 5n

Rozwiązanie: − 15

Zadanie 1.1.46
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2 · 2n − 3 · 3n

−2 · 3n + 3 · 5n

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.47
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2 · 3n + 4 · 4n

4 · 2n + 4 · 3n

Rozwiązanie: ∞

Zadanie 1.1.48
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2n + 3 · 4n

3n + 2 · 4n

Rozwiązanie: 3
2

Zadanie 1.1.49
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4 · 4n − 3 · 5n

−2n + 5 · 5n

Rozwiązanie: − 35
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.50
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2 · 2n + 3n

4 · 4n + 3 · 5n

Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.51
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2 · 3n − 3 · 5n

−3 · 2n + 3 · 3n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.52
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4 · 3n + 3 · 4n

4 · 2n − 3n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.53
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4 · 4n + 3 · 5n

−3 · 4n + 4 · 5n

Rozwiązanie: 3
4

Zadanie 1.1.54
Obliczyć granicę

lim
n→∞

3 · 2n + 2 · 5n

2 · 2n − 3 · 3n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.55
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2n − 4n

−2 · 2n + 4 · 3n

Rozwiązanie: −∞

Zadanie 1.1.56
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−3 · 4n + 5n

−4n + 4 · 5n

Rozwiązanie: 1
4

Zadanie 1.1.57
Obliczyć granicę

lim
n→∞

4n + 3 · 5n

4 · 3n + 3 · 5n

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.58
Obliczyć granicę

lim
n→∞

2 · 2n − 3n

2 · 2n + 2 · 5n

Rozwiązanie: 0
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.59
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2 · 3n + 4 · 4n

4 · 3n + 4 · 4n

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.60
Obliczyć granicę

lim
n→∞

−2n − 3 · 5n

2 · 3n + 2 · 5n

Rozwiązanie: − 32

Zadanie 1.1.61
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
n2 − 3n+ 1−

√
n2 − 2n− 1

)
Rozwiązanie: − 12

Zadanie 1.1.62
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
4n2 + 3n+ 1−

√
4n2 + 5n− 3

)
Rozwiązanie: − 12

Zadanie 1.1.63
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
5n2 − 3n+

√
5n2 − 3n+ 1

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.64
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
5n2 − n+

√
5n2 + 4n+ 3

)
Rozwiązanie:

√
5
2

Zadanie 1.1.65
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
n2 − 3n+ 5−

√
n2 − n+ 2

)
Rozwiązanie: −1

Zadanie 1.1.66
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
4n2 + 2n− 2 +

√
4n2 + 5n− 1

)
Rozwiązanie: 3

4

Zadanie 1.1.67
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
2n2 − n+ 5−

√
2n2 + 3n+ 3

)
Rozwiązanie: −

√
2
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.68
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
n2 − 3 +

√
n2 + n+ 3

)
Rozwiązanie: 1

2

Zadanie 1.1.69
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
4n2 + 4n+ 1 +

√
4n2 + 4n+ 4

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.70
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
5n2 + n− 2 +

√
5n2 + n+ 3

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.71
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
4n2 + 5n+ 5− 2

√
n2
)

Rozwiązanie: 5
4

Zadanie 1.1.72
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
2n2 + n− 2 +

√
2n2 + n+ 3

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.73
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
4n2 − 2n−

√
4n2 + 3n− 1

)
Rozwiązanie: − 54

Zadanie 1.1.74
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
2n2 + 5n− 3 +

√
2n2 + 5n+ 2

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.75
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
5n2 + 3n+

√
5n2 + 5n+ 2

)
Rozwiązanie:

√
5
5

Zadanie 1.1.76
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
4n2 + 4n− 2 +

√
4n2 + 5n− 1

)
Rozwiązanie: 1

4
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.77
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
5n2 − n− 1 +

√
5n2 − n+ 3

)
Rozwiązanie: 0

Zadanie 1.1.78
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(√
2n2 + n+ 2−

√
2n2 + 5n+ 5

)
Rozwiązanie: −

√
2

Zadanie 1.1.79
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
4n2 + 5 +

√
4n2 + 5n+ 2

)
Rozwiązanie: 5

4

Zadanie 1.1.80
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−
√
n2 + n+ 5 +

√
n2 + 3n− 2

)
Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.1.81
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
n− 2
n+ 2

)2−n
Rozwiązanie: e4

Zadanie 1.1.82
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
5n− 2
5n− 3

)3n+3
Rozwiązanie: e 35

Zadanie 1.1.83
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
5n+ 4
5n+ 5

)3n+4
Rozwiązanie: e− 35

Zadanie 1.1.84
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
4n+ 2
4n− 1

)4n+1
Rozwiązanie: e3
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.85
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
n− 2
n+ 5

)3n+4
Rozwiązanie: e−21

Zadanie 1.1.86
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
n− 2
n− 3

)4n−3
Rozwiązanie: e4

Zadanie 1.1.87
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
n− 2
n+ 1

)n−3
Rozwiązanie: e−3

Zadanie 1.1.88
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
5− 3n
4− 3n

)5−n
Rozwiązanie: e 13

Zadanie 1.1.89
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−n− 2
−n− 1

)5n−3
Rozwiązanie: e5

Zadanie 1.1.90
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
3n− 1
3n+ 3

)2−3n
Rozwiązanie: e4

Zadanie 1.1.91
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−3n− 1
−3n− 2

)4n+2
Rozwiązanie: e− 43

Zadanie 1.1.92
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
1− n
−n− 3

)4n+5
Rozwiązanie: e−16
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1.1 Granice ciągów 1 GRANICE

Zadanie 1.1.93
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
n− 3
n+ 3

)−2n−1
Rozwiązanie: e12

Zadanie 1.1.94
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
3− 3n
5− 3n

)5n−1
Rozwiązanie: e 103

Zadanie 1.1.95
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
2− 2n
1− 2n

)2n−3
Rozwiązanie: e−1

Zadanie 1.1.96
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
3n+ 4
3n− 3

)5n+1
Rozwiązanie: e 353

Zadanie 1.1.97
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
5n+ 4
5n+ 3

)3n+3
Rozwiązanie: e 35

Zadanie 1.1.98
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
3− 2n
1− 2n

)4−n
Rozwiązanie: e

Zadanie 1.1.99
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
−n− 3
5− n

)5n−3
Rozwiązanie: e40

Zadanie 1.1.100
Obliczyć granicę

lim
n→∞

(
2n+ 4
2n+ 1

)−2n−1
Rozwiązanie: e−3
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1.2 Granice funkcji 1 GRANICE

1.2 Granice funkcji

Zadanie 1.2.1
Obliczyć granicę

lim
x→0
−4−

√
16− x
x

Rozwiązanie: − 18

Zadanie 1.2.2
Obliczyć granicę

lim
x→0

2−
√
4− 3x
3x

Rozwiązanie: 1
4

Zadanie 1.2.3
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
1− 2x
2x

Rozwiązanie: 1
2

Zadanie 1.2.4
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
2x+ 1
2x

Rozwiązanie: − 12

Zadanie 1.2.5
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
1− x
3x

Rozwiązanie: 1
6

Zadanie 1.2.6
Obliczyć granicę

lim
x→0

3−
√
9− x
4x

Rozwiązanie: 1
24

Zadanie 1.2.7
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
1− 4x
x

Rozwiązanie: 2

Zadanie 1.2.8
Obliczyć granicę

lim
x→0
−4−

√
16− 2x
x

Rozwiązanie: − 14
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1.2 Granice funkcji 1 GRANICE

Zadanie 1.2.9
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
x+ 1
x

Rozwiązanie: − 12

Zadanie 1.2.10
Obliczyć granicę

lim
x→0
−1−

√
2x+ 1
2x

Rozwiązanie: 1
2

Zadanie 1.2.11
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
2x+ 1
4x

Rozwiązanie: − 14

Zadanie 1.2.12
Obliczyć granicę

lim
x→0

4−
√
16− 3x
4x

Rozwiązanie: 3
32

Zadanie 1.2.13
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
1− 2x
x

Rozwiązanie: 1

Zadanie 1.2.14
Obliczyć granicę

lim
x→0
−2−

√
2x+ 4
x

Rozwiązanie: 1
2

Zadanie 1.2.15
Obliczyć granicę

lim
x→0

3−
√
9− 4x
4x

Rozwiązanie: 1
6

Zadanie 1.2.16
Obliczyć granicę

lim
x→0
−2−

√
x+ 4
2x

Rozwiązanie: 1
8
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2 STYCZNA I NORMALNA

Zadanie 1.2.17
Obliczyć granicę

lim
x→0

4−
√
16− 4x
2x

Rozwiązanie: 1
4

Zadanie 1.2.18
Obliczyć granicę

lim
x→0

3−
√
9− 2x
x

Rozwiązanie: 1
3

Zadanie 1.2.19
Obliczyć granicę

lim
x→0

1−
√
x+ 1
4x

Rozwiązanie: − 18

Zadanie 1.2.20
Obliczyć granicę

lim
x→0
−1−

√
1− x
2x

Rozwiązanie: − 14

2 Styczna i normalna

Zadanie 2.0.1
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x+ 4
4x2 − 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = 13x2 + 8, Normalna: y = 3526 −
2x
13

Zadanie 2.0.2
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x2 + 4x+ 2
3x+ 4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3x2 + 4, Normalna: y = − 2x3 −
1
3

Zadanie 2.0.3
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
−2x2 + 3x− 1
x+ 3

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = 5x+ 2, Normalna: y = −x5 −
16
5
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Zadanie 2.0.4
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
3x2 + 3x+ 1
3− 2x

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = −x− 1, Normalna: y = x+ 3

Zadanie 2.0.5
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
2x+ 1

−x2 + 2x− 1

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 8x− 21, Normalna: y = −x8 −
19
4

Zadanie 2.0.6
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
3x2 − x+ 3
−2x− 1

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = 7x+ 14, Normalna: y = 487 −
x
7

Zadanie 2.0.7
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x2 + 4x+ 2
4x+ 4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = x2 +
3
2 , Normalna: y = −2x− 72

Zadanie 2.0.8
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x2 − x+ 1
4x+ 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = − 3x2 − 3, Normalna: y = 2x3 −
5
6

Zadanie 2.0.9
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
−2x2 − x− 2
2x+ 4

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3x+ 32 , Normalna: y = −x3 −
11
6
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Zadanie 2.0.10
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
3x+ 2

−x2 + x+ 4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 7x2 + 9, Normalna: y = 107 −
2x
7

Zadanie 2.0.11
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x2 − 1
1− x

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = −x− 1, Normalna: y = x+ 3

Zadanie 2.0.12
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
3− x

−x2 − 2x− 1

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = −9x− 23, Normalna: y = x9 −
43
9

Zadanie 2.0.13
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
−x2 + 3x+ 2
2x− 2

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 7− 5x2 , Normalna: y = 2x5 +
6
5

Zadanie 2.0.14
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
4x+ 2
x2 + 2x+ 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = 4x+ 2, Normalna: y = −x4 −
9
4

Zadanie 2.0.15
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
−2x2 + x+ 1
2x− 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −x− 12 , Normalna: y = x+ 32
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Zadanie 2.0.16
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
3x− 1
−x2 − 1

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = x2 +
5
2 , Normalna: y = −2x

Zadanie 2.0.17
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
x+ 1
x2 − 1

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3− x, Normalna: y = x− 1

Zadanie 2.0.18
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
2− 2x

2x2 + 3x+ 4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = x2 + 2, Normalna: y = −2x− 3

Zadanie 2.0.19
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
4x2 + 2x+ 2
1− x

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −2x, Normalna: y = x2 +
5
2

Zadanie 2.0.20
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
−x2 − x+ 2
3x+ 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −7x− 9, Normalna: y = x7 −
13
7

Zadanie 2.0.21
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =

√
−x2 + 2x+ 4
4− 2x

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3x2 − 5, Normalna: y = 32 −
2x
3
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Zadanie 2.0.22
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
ex
2+4x+4

−2x− 2

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = x2 +
3
2 , Normalna: y = −2x− 72

Zadanie 2.0.23
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) = e2x
2+3x−2

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = −5x− 9, Normalna: y = x5 +
7
5

Zadanie 2.0.24
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
√
4x2 + 4x+ 1

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −2x− 1, Normalna: y = x2 +
3
2

Zadanie 2.0.25
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =

√
−x2 + 4x− 2
2− x

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 2x− 7, Normalna: y = 12 −
x
2

Zadanie 2.0.26
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
√
−x2 − 2x+ 4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = x2 + 3, Normalna: y = −2x− 2

Zadanie 2.0.27
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
√
−x2 + 2x+ 4

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3− x2 , Normalna: y = 2x− 2
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Zadanie 2.0.28
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =

√
x2 + 4x+ 4
2x− 2

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 5− 3x2 , Normalna: y = 2x3 +
2
3

Zadanie 2.0.29
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
√
2x2 − 2

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 3x2 −
1
2 , Normalna: y = 6− 2x3

Zadanie 2.0.30
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
√
x2 − 2x+ 1

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = x− 1, Normalna: y = 3− x

Zadanie 2.0.31
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) = e−x
2+x+2

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 7− 3x, Normalna: y = x3 +
1
3

Zadanie 2.0.32
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) = e−2x
2−2x+4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 6x+ 13, Normalna: y = 23 −
x
6

Zadanie 2.0.33
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
e−x

2+2x+3

4− x

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 10− 3x, Normalna: y = x3
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Zadanie 2.0.34
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) = e−2x
2−2x+4

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 6x+ 13, Normalna: y = 23 −
x
6

Zadanie 2.0.35
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
e2x

2+3x+1

4x+ 2

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −x2 − 1, Normalna: y = 2x+ 32

Zadanie 2.0.36
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) = e4−x
2

w punkcie x0 = −2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 4x+ 9, Normalna: y = 12 −
x
4

Zadanie 2.0.37
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =

√
4x2 + 4x+ 1
2− x

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 5x− 22, Normalna: y = −x5 −
32
5

Zadanie 2.0.38
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
e−2x

2+3x+2

2x− 2

w punkcie x0 = 2.

Rozwiązanie: Styczna: y = 132 − 3x, Normalna: y = x3 −
1
6

Zadanie 2.0.39
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
e−x

2+2x+3

4− 2x

w punkcie x0 = 3.

Rozwiązanie: Styczna: y = 5x2 − 8, Normalna: y = 7
10 −

2x
5
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Zadanie 2.0.40
Wyznaczyć równanie stycznej i normalnej do wykresu funkcji

f(x) =
e2x

2−2

3x+ 4

w punkcie x0 = −1.

Rozwiązanie: Styczna: y = −7x− 6, Normalna: y = x7 +
8
7

3 Monotoniczność
Zadanie 3.0.1
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x2 − x+ 4
2x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = (x−3)(x+1)2(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 3 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (3,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −1 ∧ x < 3 ∧ x ̸= 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−1, 1) oraz x ∈ (1, 3)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 3} =⇒ fmax (−1) = − 32 oraz fmin (3) = 52

Zadanie 3.0.2
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x2 + 4x− 2
4x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − x(x−1)(2x−1)2

f ′(x) > 0 dla: x > 0 ∧ x < 1 ∧ x ̸= 12 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
0, 12

)
oraz x ∈

(
1
2 , 1
)

f ′(x) < 0 dla: 1 < x ∨ x < 0 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞, 0) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 1} =⇒ fmin (0) = 1 oraz fmax (1) = 12

Zadanie 3.0.3
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + x+ 4
1− x

Rozwiązanie: f ′(x) = − (2x−5)(2x+1)(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: x > − 12 ∧ x <
5
2 ∧ x ̸= 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 12 , 1

)
oraz x ∈

(
1, 52

)
f ′(x) < 0 dla: 52 < x ∨ x < −

1
2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 12

)
oraz x ∈

(
5
2 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 12 ,

5
2

}
=⇒ fmin

(
− 12
)
= 3 oraz fmax

(
5
2

)
= −21

Zadanie 3.0.4
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x2 + x+ 2
x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = (x−3)(x+1)(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 3 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (3,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −1 ∧ x < 3 ∧ x ̸= 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−1, 1) oraz x ∈ (1, 3)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 3} =⇒ fmax (−1) = −1 oraz fmin (3) = 7
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Zadanie 3.0.5
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 3x− 1
2x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x+1)(2x+7)2(x+2)2

f ′(x) > 0 dla: − 12 < x ∨ x < −
7
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 72

)
oraz x ∈

(
− 12 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 72 ∧ x < −

1
2 ∧ x ̸= −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 72 ,−2

)
oraz x ∈

(
−2,− 12

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 72 , −

1
2

}
=⇒ fmax

(
− 72
)
= − 252 oraz fmin

(
− 12
)
= − 12

Zadanie 3.0.6
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x2 + x+ 2
2x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x−1)(2x+3)(2x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 12 < x ∨ x < −
3
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 32

)
oraz x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 32 ∧ x <

1
2 ∧ x ̸= −

1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 32 ,−

1
2

)
oraz x ∈

(
− 12 ,

1
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 ,

1
2

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 52 oraz fmin

(
1
2

)
= 32

Zadanie 3.0.7
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x2 + 4x− 2
2x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 6x(x−1)(2x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 1 < x ∨ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 0) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > 0 ∧ x < 1 ∧ x ̸= 12 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
0, 12

)
oraz x ∈

(
1
2 , 1
)

f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 1} =⇒ fmax (0) = 2 oraz fmin (1) = 5

Zadanie 3.0.8
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 4x+ 4
−2x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − 2x(x+2)(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x > −2 ∧ x < 0 ∧ x ̸= −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2,−1) oraz x ∈ (−1, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = 6 oraz fmax (0) = −2

Zadanie 3.0.9
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x2 + 2x− 1
2x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = 4(x+1)(x+2)(2x+3)2

f ′(x) > 0 dla: − 1 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (−1,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −2 ∧ x < −1 ∧ x ̸= − 32 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−2,− 32

)
oraz x ∈

(
− 32 ,−1

)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, −1} =⇒ fmax (−2) = −3 oraz fmin (−1) = −1
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Zadanie 3.0.10
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x2 + 4x+ 4
4x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = 3(x−2)(x+1)(2x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 2 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (2,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −1 ∧ x < 2 ∧ x ̸= 12 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−1, 12

)
oraz x ∈

(
1
2 , 2
)

f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 2} =⇒ fmax (−1) = − 12 oraz fmin (2) = 4

Zadanie 3.0.11
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 4x+ 1
2x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x−5)(2x+1)2(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 52 < x ∨ x < −
1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 12

)
oraz x ∈

(
5
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 12 ∧ x <

5
2 ∧ x ̸= 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 12 , 1

)
oraz x ∈

(
1, 52

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 12 ,

5
2

}
=⇒ fmax

(
− 12
)
= 0 oraz fmin

(
5
2

)
= 12

Zadanie 3.0.12
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−2x2 + 2x+ 2
4x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = − x(x+2)2(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x > −2 ∧ x < 0 ∧ x ̸= −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2,−1) oraz x ∈ (−1, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = 52 oraz fmax (0) = 12

Zadanie 3.0.13
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 3
2x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 2(2x−3)(2x+1)(2x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 32 < x ∨ x < −
1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 12

)
oraz x ∈

(
3
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 12 ∧ x <

3
2 ∧ x ̸=

1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 12 ,

1
2

)
oraz x ∈

(
1
2 ,
3
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 12 ,

3
2

}
=⇒ fmax

(
− 12
)
= −2 oraz fmin

(
3
2

)
= 6

Zadanie 3.0.14
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x2 − x+ 1
4x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x−1)(2x+3)2(2x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 12 < x ∨ x < −
3
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 32

)
oraz x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 32 ∧ x <

1
2 ∧ x ̸= −

1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 32 ,−

1
2

)
oraz x ∈

(
− 12 ,

1
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 ,

1
2

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 74 oraz fmin

(
1
2

)
= 14
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Zadanie 3.0.15
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 3
2x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 2(2x−1)(2x+3)(2x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 12 < x ∨ x < −
3
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 32

)
oraz x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x > − 32 ∧ x <

1
2 ∧ x ̸= −

1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 32 ,−

1
2

)
oraz x ∈

(
− 12 ,

1
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 ,

1
2

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= −6 oraz fmin

(
1
2

)
= 2

Zadanie 3.0.16
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3− x2

4− 2x

Rozwiązanie: f ′(x) = (x−3)(x−1)2(x−2)2

f ′(x) > 0 dla: 3 < x ∨ x < 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 1) oraz x ∈ (3,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > 1 ∧ x < 3 ∧ x ̸= 2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (1, 2) oraz x ∈ (2, 3)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {1, 3} =⇒ fmax (1) = 1 oraz fmin (3) = 3

Zadanie 3.0.17
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x2 − x+ 2
2− x

Rozwiązanie: f ′(x) = x(x−4)(x−2)2

f ′(x) > 0 dla: 4 < x ∨ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 0) oraz x ∈ (4,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > 0 ∧ x < 4 ∧ x ̸= 2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (0, 2) oraz x ∈ (2, 4)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 4} =⇒ fmax (0) = 1 oraz fmin (4) = 9

Zadanie 3.0.18
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 + 2x− 1
4x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = 4x(x−1)(2x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 1 < x ∨ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 0) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > 0 ∧ x < 1 ∧ x ̸= 12 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
0, 12

)
oraz x ∈

(
1
2 , 1
)

f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 1} =⇒ fmax (0) = 12 oraz fmin (1) = 52

Zadanie 3.0.19
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x2 − x+ 4
−x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − (2x−1)(2x+5)(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x > − 52 ∧ x <
1
2 ∧ x ̸= −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
− 52 ,−1

)
oraz x ∈

(
−1, 12

)
f ′(x) < 0 dla: 12 < x ∨ x < −

5
2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 52

)
oraz x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 52 ,

1
2

}
=⇒ fmin

(
− 52
)
= 21 oraz fmax

(
1
2

)
= −3
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Zadanie 3.0.20
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−2x2 + x+ 1
−x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 2x(x+2)(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −2 ∧ x < 0 ∧ x ̸= −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2,−1) oraz x ∈ (−1, 0)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmax (−2) = −9 oraz fmin (0) = −1

Zadanie 3.0.21
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x+ 3

3x2 + 4x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = − 6x(2x+3)
(3x2+4x+3)2

f ′(x) > 0 dla: − 32 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
− 32 , 0

)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < − 32 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 32

)
oraz x ∈ (0,∞)

f ′(x) = 0 dla x ∈
{
− 32 , 0

}
=⇒ fmin

(
− 32
)
= − 45 oraz fmax (0) = 1

Zadanie 3.0.22
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x+ 2

4x2 + 2x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 16x(x+1)
(4x2+2x+1)2

f ′(x) > 0 dla: − 1 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−1, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 0} =⇒ fmin (−1) = − 23 oraz fmax (0) = 2

Zadanie 3.0.23
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3− x

4x2 + 3x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x−13)(2x+1)(4x2+3x+4)2

f ′(x) > 0 dla: 132 < x ∨ x < −
1
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 12

)
oraz x ∈

(
13
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: − 12 < x ∧ x <

13
2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
− 12 ,

13
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 12 ,

13
2

}
=⇒ fmax

(
− 12
)
= 1 oraz fmin

(
13
2

)
= − 155

Zadanie 3.0.24
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x+ 2

3x2 + 2x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − 6x(x+2)
(3x2+2x+2)2

f ′(x) > 0 dla: − 2 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = − 15 oraz fmax (0) = 1
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Zadanie 3.0.25
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4− 2x

2x2 + 4x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = x−5
(x+1)3

f ′(x) > 0 dla: 5 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (5,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 1 < x ∧ x < 5 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−1, 5)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {5} =⇒ fmin (5) = − 112

Zadanie 3.0.26
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2− 2x
x2 + 3

Rozwiązanie: f ′(x) = 2(x−3)(x+1)(x2+3)2

f ′(x) > 0 dla: 3 < x ∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−1) oraz x ∈ (3,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 1 < x ∧ x < 3 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−1, 3)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 3} =⇒ fmax (−1) = 1 oraz fmin (3) = − 13

Zadanie 3.0.27
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x+ 1
x2 + x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − x(x+2)
(x2+x+1)2

f ′(x) > 0 dla: − 2 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = − 13 oraz fmax (0) = 1

Zadanie 3.0.28
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2− 2x
x2 + 4x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = 2(x−4)(x+2)3

f ′(x) > 0 dla: 4 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (4,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 2 < x ∧ x < 4 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−2, 4)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {4} =⇒ fmin (4) = − 16

Zadanie 3.0.29
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x+ 3

4x2 + 2x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − 3x(x+2)
(2x2+x+1)2

f ′(x) > 0 dla: − 2 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = − 314 oraz fmax (0) = 32
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Zadanie 3.0.30
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x+ 2

3x2 + 4x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = − 6x(x+2)
(3x2+4x+4)2

f ′(x) > 0 dla: − 2 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = − 14 oraz fmax (0) = 12

Zadanie 3.0.31
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x+ 1

−x2 + 2x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 2(x+2)(x−1)3

f ′(x) > 0 dla: 1 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 2 < x ∧ x < 1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−2, 1)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2} =⇒ fmax (−2) = 13

Zadanie 3.0.32
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x+ 3

−x2 + 2x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = x+7
(x−1)3

f ′(x) > 0 dla: 1 < x ∨ x < −7 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−7) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 7 < x ∧ x < 1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−7, 1)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−7} =⇒ fmax (−7) = 1

16

Zadanie 3.0.33
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x− 2

3x2 + 2x+ 4

Rozwiązanie: f ′(x) = 3x(x+4)
(3x2+2x+4)2

f ′(x) > 0 dla: 0 < x ∨ x < −4 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−4) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 4 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−4, 0)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−4, 0} =⇒ fmax (−4) = 1

22 oraz fmin (0) = − 12

Zadanie 3.0.34
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
1− x

2x2 − x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 2x(x−2)
(2x2−x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 2 < x ∨ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 0) oraz x ∈ (2,∞)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∧ x < 2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (0, 2)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 2} =⇒ fmax (0) = 1 oraz fmin (2) = − 17
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Zadanie 3.0.35
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x+ 3
−2x2 − 2

Rozwiązanie: f ′(x) = (x+2)(2x−1)(x2+1)2

f ′(x) > 0 dla: 12 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈
(
1
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: − 2 < x ∧ x < 12 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−2, 12

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
−2, 12

}
=⇒ fmax (−2) = 12 oraz fmin

(
1
2

)
= −2

Zadanie 3.0.36
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x+ 3

−x2 + 2x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 3(x+3)(x−1)3

f ′(x) > 0 dla: 1 < x ∨ x < −3 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−3) oraz x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla: − 3 < x ∧ x < 1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−3, 1)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−3} =⇒ fmax (−3) = 38

Zadanie 3.0.37
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−2x− 2
−2x2 − x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 4x(x+2)
(2x2+x+1)2

f ′(x) > 0 dla: − 2 < x ∧ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−2, 0)
f ′(x) < 0 dla: 0 < x ∨ x < −2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞,−2) oraz x ∈ (0,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 0} =⇒ fmin (−2) = − 27 oraz fmax (0) = 2

Zadanie 3.0.38
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
4x− 1
4x2 + 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − 2(x−1)(2x+1)(2x2+1)2

f ′(x) > 0 dla: − 12 < x ∧ x < 1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
− 12 , 1

)
f ′(x) < 0 dla: 1 < x ∨ x < − 12 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 12

)
oraz x ∈ (1,∞)

f ′(x) = 0 dla x ∈
{
− 12 , 1

}
=⇒ fmin

(
− 12
)
= −1 oraz fmax (1) = 12

Zadanie 3.0.39
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x+ 3

−x2 + 2x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = 2x(x+3)
(x−3)2(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: (0 < x ∧ x < 3) ∨ 3 < x ∨ x < −3 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−3) oraz x ∈
(0, 3) oraz x ∈ (3,∞)
f ′(x) < 0 dla: x > −3 ∧ x < 0 ∧ x ̸= −1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−3,−1) oraz x ∈ (−1, 0)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−3, 0} =⇒ fmax (−3) = 14 oraz fmin (0) = 1

30 12 września 2024, 14:32



3 MONOTONICZNOŚĆ

Zadanie 3.0.40
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x+ 1

−2x2 + x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = (2x−1)(2x+3)(2x2−x+1)2

f ′(x) > 0 dla: 12 < x ∨ x < −
3
2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞,− 32

)
oraz x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: − 32 < x ∧ x <

1
2 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
− 32 ,

1
2

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 ,

1
2

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= 27 oraz fmin

(
1
2

)
= −2

Zadanie 3.0.41
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x3

−x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 3x
2·(2x+3)
(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 32 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 32

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 32 < x ∧ x < −1

)
∨ (−1 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 32 ,−1
)

oraz x ∈ (−1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 814

Zadanie 3.0.42
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−2x3 − x− 3
x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = − 2x
2·(2x+9)
(x+3)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 92 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 92

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 92 < x ∧ x < −3

)
∨ (−3 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 92 ,−3
)

oraz x ∈ (−3,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 92 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 92
)
= − 2452

Zadanie 3.0.43
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x3 + 3x2 − 3x+ 3

3x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 6(x−1)(x+1)
2

(3x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 1 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (1,∞)
f ′(x) < 0 dla:

(
−1 < x ∧ x < 13

)
∨
(
1
3 < x ∧ x < 1

)
∨x < −1 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞, 13

)
oraz x ∈(

1
3 , 1
)

f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 1} =⇒ fmin (1) = 2
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Zadanie 3.0.44
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x2 − 2x+ 2

x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = − 2(x+1)
2(x+4)

(x+3)2

f ′(x) > 0 dla: x < −4 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−4)
f ′(x) < 0 dla: (−4 < x ∧ x < −3) ∨ (−3 < x ∧ x < −1) ∨ −1 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈
(−4,−3) oraz x ∈ (−3,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−4, −1} =⇒ fmax (−4) = −26

Zadanie 3.0.45
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
2x3 − x+ 2
2− x

Rozwiązanie: f ′(x) = − 4x
2(x−3)
(x−2)2

f ′(x) > 0 dla: (0 < x ∧ x < 2)∨ (2 < x ∧ x < 3)∨x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 2) oraz x ∈ (2, 3)
f ′(x) < 0 dla: 3 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (3,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {0, 3} =⇒ fmax (3) = −53

Zadanie 3.0.46
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x2 − 2
3x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 6(x−1)(x+1)
2

(3x−1)2

f ′(x) > 0 dla:
(
−1 < x ∧ x < 13

)
∨
(
1
3 < x ∧ x < 1

)
∨x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞, 13

)
oraz x ∈(

1
3 , 1
)

f ′(x) < 0 dla: 1 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−1, 1} =⇒ fmax (1) = −3

Zadanie 3.0.47
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 + 3x− 3
2− 2x

Rozwiązanie: f ′(x) = x
2·(2x−3)
2(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 32 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
3
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: (0 < x ∧ x < 1) ∨

(
1 < x ∧ x < 32

)
∨ x < 0 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞, 1) oraz x ∈(

1, 32
)

f ′(x) = 0 dla x ∈
{
0, 32

}
=⇒ fmin

(
3
2

)
= 158
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Zadanie 3.0.48
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) = − x3

2x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = −x
2·(2x−3)
2(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: (0 < x ∧ x < 1)∨
(
1 < x ∧ x < 32

)
∨x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 1) oraz x ∈

(
1, 32

)
f ′(x) < 0 dla: 32 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
3
2 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
0, 32

}
=⇒ fmax

(
3
2

)
= − 278

Zadanie 3.0.49
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) = − x3

3x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 3x
2·(2x−1)
(3x−1)2

f ′(x) > 0 dla:
(
0 < x ∧ x < 13

)
∨
(
1
3 < x ∧ x <

1
2

)
∨ x < 0 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈

(
−∞, 13

)
oraz x ∈(

1
3 ,
1
2

)
f ′(x) < 0 dla: 12 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
1
2 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
0, 12

}
=⇒ fmax

(
1
2

)
= − 14

Zadanie 3.0.50
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x− 3
3x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = −x
2·(2x+3)
3(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 32 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 32

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 32 < x ∧ x < −1

)
∨ (−1 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 32 ,−1
)

oraz x ∈ (−1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 134

Zadanie 3.0.51
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x3 − 3x2 + 2x− 2

−x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 2(x−1)
2(x+2)

(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x < −2 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞,−2)
f ′(x) < 0 dla: (−2 < x ∧ x < −1)∨(−1 < x ∧ x < 1)∨1 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−2,−1) oraz x ∈
(−1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈ {−2, 1} =⇒ fmax (−2) = −26
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Zadanie 3.0.52
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x3

3x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = 9x
2·(2x+1)
(3x+1)2

f ′(x) > 0 dla:
(
− 12 < x ∧ x < −

1
3

)
∨
(
− 13 < x ∧ x < 0

)
∨ 0 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈(

− 12 ,−
1
3

)
oraz x ∈

(
− 13 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: x < − 12 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 12

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 12 , 0

}
=⇒ fmin

(
− 12
)
= 34

Zadanie 3.0.53
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x2 + 3x+ 3

3x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − 3(x+1)
2·(2x+1)

(3x+2)2

f ′(x) > 0 dla:
(
−1 < x ∧ x < − 23

)
∨
(
− 23 < x ∧ x < −

1
2

)
∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈(

−∞,− 23
)

oraz x ∈
(
− 23 ,−

1
2

)
f ′(x) < 0 dla: − 12 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
− 12 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
−1, − 12

}
=⇒ fmax

(
− 12
)
= 74

Zadanie 3.0.54
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x2 − 3x− 1

x− 2

Rozwiązanie: f ′(x) = − (x+1)
2·(2x−7)
(x−2)2

f ′(x) > 0 dla: (−1 < x ∧ x < 2) ∨
(
2 < x ∧ x < 72

)
∨ x < −1 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈ (−∞, 2) oraz x ∈(

2, 72
)

f ′(x) < 0 dla: 72 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈
(
7
2 ,∞

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
−1, 72

}
=⇒ fmax

(
7
2

)
= − 2434

Zadanie 3.0.55
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − 3x− 3
x+ 1

Rozwiązanie: f ′(x) = −x
2·(2x+3)
(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 32 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 32

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 32 < x ∧ x < −1

)
∨ (−1 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 32 ,−1
)

oraz x ∈ (−1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 394
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Zadanie 3.0.56
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−x3 − x− 3
x+ 3

Rozwiązanie: f ′(x) = −x
2·(2x+9)
(x+3)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 92 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 92

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 92 < x ∧ x < −3

)
∨ (−3 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 92 ,−3
)

oraz x ∈ (−3,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 92 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 92
)
= − 2474

Zadanie 3.0.57
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
x3 + 3x2 + x− 3

x+ 2

Rozwiązanie: f ′(x) = (x+1)
2·(2x+5)
(x+2)2

f ′(x) > 0 dla:
(
− 52 < x ∧ x < −2

)
∨ (−2 < x ∧ x < −1) ∨ −1 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈(

− 52 ,−2
)

oraz x ∈ (−2,∞)
f ′(x) < 0 dla: x < − 52 =⇒ f(x) maleje dla x ∈

(
−∞,− 52

)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 52 , −1

}
=⇒ fmin

(
− 52
)
= 194

Zadanie 3.0.58
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
3x3 + 2x+ 2
−x− 1

Rozwiązanie: f ′(x) = − 3x
2·(2x+3)
(x+1)2

f ′(x) > 0 dla: x < − 32 =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
−∞,− 32

)
f ′(x) < 0 dla:

(
− 32 < x ∧ x < −1

)
∨ (−1 < x ∧ x < 0) ∨ 0 < x =⇒ f(x) maleje dla x ∈(

− 32 ,−1
)

oraz x ∈ (−1,∞)
f ′(x) = 0 dla x ∈

{
− 32 , 0

}
=⇒ fmax

(
− 32
)
= − 894

Zadanie 3.0.59
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) =
−2x3 + x− 3
3− x

Rozwiązanie: f ′(x) = 2x
2·(2x−9)
(x−3)2

f ′(x) > 0 dla: 92 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
9
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: (0 < x ∧ x < 3) ∨

(
3 < x ∧ x < 92

)
∨ x < 0 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞, 3) oraz x ∈(

3, 92
)

f ′(x) = 0 dla x ∈
{
0, 92

}
=⇒ fmin

(
9
2

)
= 2412

35 12 września 2024, 14:32



4 CAŁKA NIEOZNACZONA

Zadanie 3.0.60
Zbadać monotoniczność i ekstrema funkcji

f(x) = − 2x
3

1− x

Rozwiązanie: f ′(x) = 2x
2·(2x−3)
(x−1)2

f ′(x) > 0 dla: 32 < x =⇒ f(x) rośnie dla x ∈
(
3
2 ,∞

)
f ′(x) < 0 dla: (0 < x ∧ x < 1) ∨

(
1 < x ∧ x < 32

)
∨ x < 0 =⇒ f(x) maleje dla x ∈ (−∞, 1) oraz x ∈(

1, 32
)

f ′(x) = 0 dla x ∈
{
0, 32

}
=⇒ fmin

(
3
2

)
= 272

4 Całka nieoznaczona

4.1 Całkowanie przez części

Zadanie 4.1.1
Obliczyć całkę ∫

(5x− 2) ln (3x) dx

Rozwiązanie:
∫
(5x− 2) ln (3x) dx = − 5x

2

4 + 2x+
(
5x2

2 − 2x
)
ln (3x) + C

Zadanie 4.1.2
Obliczyć całkę ∫ (

3x2 + 2x+ 3
)
e4x dx

Rozwiązanie:
∫ (
3x2 + 2x+ 3

)
e4x dx = (

24x2+4x+23)e4x
32 + C

Zadanie 4.1.3
Obliczyć całkę ∫ (

2x2 − x+ 2
)
sin (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x2 − x+ 2

)
sin (2x) dx =

(
x− 14

)
sin (2x) +

(
−x2 + x2 −

1
2

)
cos (2x) + C

Zadanie 4.1.4
Obliczyć całkę ∫ (

4x2 − 3x− 1
)
e4x dx

Rozwiązanie:
∫ (
4x2 − 3x− 1

)
e4x dx = (

16x2−20x+1)e4x
16 + C

Zadanie 4.1.5
Obliczyć całkę ∫ (

5x2 − 3x+ 2
)
sin (4x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
5x2 − 3x+ 2

)
sin (4x) dx =

(
5x
8 −

3
16

)
sin (4x) +

(
− 5x

2

4 +
3x
4 −

11
32

)
cos (4x) + C
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Zadanie 4.1.6
Obliczyć całkę ∫ (

−2x2 − 3
)
ln (x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
−2x2 − 3

)
ln (x) dx = 2x

3

9 + 3x+
(
− 2x

3

3 − 3x
)
ln (x) + C

Zadanie 4.1.7
Obliczyć całkę ∫ (

−3x2 + 4x+ 4
)
cos (x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
−3x2 + 4x+ 4

)
cos (x) dx = (4− 6x) cos (x) +

(
−3x2 + 4x+ 10

)
sin (x) + C

Zadanie 4.1.8
Obliczyć całkę ∫ (

3x2 − 3x+ 3
)
ln (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
3x2 − 3x+ 3

)
ln (2x) dx = −x

3

3 +
3x2

4 − 3x+
(
x3 − 3x

2

2 + 3x
)
ln (2x) + C

Zadanie 4.1.9
Obliczyć całkę ∫ (

x2 − 3x− 1
)
ex dx

Rozwiązanie:
∫ (
x2 − 3x− 1

)
ex dx =

(
x2 − 5x+ 4

)
ex + C

Zadanie 4.1.10
Obliczyć całkę ∫ (

3x2 − 2x− 2
)
sin (4x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
3x2 − 2x− 2

)
sin (4x) dx =

(
3x
8 −

1
8

)
sin (4x) +

(
− 3x

2

4 +
x
2 +

19
32

)
cos (4x) + C

Zadanie 4.1.11
Obliczyć całkę ∫ (

−x2 − 2x− 1
)
cos (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 − 2x− 1

)
cos (2x) dx =

(
−x2 −

1
2

)
cos (2x) +

(
−x

2

2 − x−
1
4

)
sin (2x) + C

Zadanie 4.1.12
Obliczyć całkę ∫

(−2x− 3) sin (4x) dx

Rozwiązanie:
∫
(−2x− 3) sin (4x) dx =

(
x
2 +

3
4

)
cos (4x)− sin (4x)8 + C

Zadanie 4.1.13
Obliczyć całkę ∫ (

3− x2
)
sin (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
3− x2

)
sin (2x) dx = −x sin (2x)2 +

(
x2

2 −
7
4

)
cos (2x) + C
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Zadanie 4.1.14
Obliczyć całkę ∫ (

−3x2 − 2x
)
sin (x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
−3x2 − 2x

)
sin (x) dx = (−6x− 2) sin (x) +

(
3x2 + 2x− 6

)
cos (x) + C

Zadanie 4.1.15
Obliczyć całkę ∫ (

−3x2 − x− 1
)
cos (3x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
−3x2 − x− 1

)
cos (3x) dx =

(
− 2x3 −

1
9

)
cos (3x) +

(
−x2 − x3 −

1
9

)
sin (3x) + C

Zadanie 4.1.16
Obliczyć całkę ∫ (

3x2 + 3x− 3
)
sin (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
3x2 + 3x− 3

)
sin (2x) dx =

(
3x
2 +

3
4

)
sin (2x) +

(
− 3x

2

2 −
3x
2 +

9
4

)
cos (2x) + C

Zadanie 4.1.17
Obliczyć całkę ∫

(3x+ 5) ex dx

Rozwiązanie:
∫
(3x+ 5) ex dx = (3x+ 2) ex + C

Zadanie 4.1.18
Obliczyć całkę ∫ (

3x2 + 2x+ 2
)
cos (2x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
3x2 + 2x+ 2

)
cos (2x) dx =

(
3x
2 +

1
2

)
cos (2x) +

(
3x2

2 + x+
1
4

)
sin (2x) + C

Zadanie 4.1.19
Obliczyć całkę ∫ (

2x2 − 2
)
cos (3x) dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x2 − 2

)
cos (3x) dx = 4x cos (3x)9 +

(
2x2

3 −
22
27

)
sin (3x) + C

Zadanie 4.1.20
Obliczyć całkę ∫ (

−3x2 − 3x− 1
)
ex dx

Rozwiązanie:
∫ (
−3x2 − 3x− 1

)
ex dx =

(
−3x2 + 3x− 4

)
ex + C

4.2 Całkowanie przez podstawianie

Zadanie 4.2.1
Obliczyć całkę ∫

(5− x)
√
4x+ 1 dx

Rozwiązanie:
∫
(5− x)

√
4x+ 1 dx = − (2x−17)(4x+1)

3
2

20 + C
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Zadanie 4.2.2
Obliczyć całkę ∫ √

2x+ 4 · (5x+ 3) dx

Rozwiązanie:
∫ √
2x+ 4 · (5x+ 3) dx = 2

√
2(x+2)

3
2 ·(3x−1)
3 + C

Zadanie 4.2.3
Obliczyć całkę ∫ √

x+ 5 · (3x− 3) dx

Rozwiązanie:
∫ √
x+ 5 · (3x− 3) dx = 6(x−5)(x+5)

3
2

5 + C

Zadanie 4.2.4
Obliczyć całkę ∫

(5− 3x)
√
2x+ 2 dx

Rozwiązanie:
∫
(5− 3x)

√
2x+ 2 dx = − 2

√
2(x+1)

3
2 ·(9x−31)
15 + C

Zadanie 4.2.5
Obliczyć całkę ∫

(2− x)
√
5x+ 5 dx

Rozwiązanie:
∫
(2− x)

√
5x+ 5 dx = − 2

√
5(x−4)(x+1)

3
2

5 + C

Zadanie 4.2.6
Obliczyć całkę ∫

(3− 2x)
√
3x− 3 dx

Rozwiązanie:
∫
(3− 2x)

√
3x− 3 dx = − 2

√
3(x−1)

3
2 ·(6x−11)
15 + C

Zadanie 4.2.7
Obliczyć całkę ∫

(2x− 1)
√
5x+ 4 dx

Rozwiązanie:
∫
(2x− 1)

√
5x+ 4 dx = 2(5x+4)

3
2 ·(30x−41)
375 + C

Zadanie 4.2.8
Obliczyć całkę ∫ √

4x+ 4 · (5x+ 3) dx

Rozwiązanie:
∫ √
4x+ 4 · (5x+ 3) dx = 4(x+1)

3
2 ·(3x+1)
3 + C

Zadanie 4.2.9
Obliczyć całkę ∫

(−3x− 1)
√
3x+ 5 dx

Rozwiązanie:
∫
(−3x− 1)

√
3x+ 5 dx = − 2(3x+5)

3
2 ·(9x−5)
45 + C
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Zadanie 4.2.10
Obliczyć całkę ∫

(1− 3x)
√
x+ 3 dx

Rozwiązanie:
∫
(1− 3x)

√
x+ 3 dx = − 2(x+3)

3
2 ·(9x−23)
15 + C

Zadanie 4.2.11
Obliczyć całkę ∫ √

2x+ 4 · (3x+ 2) dx

Rozwiązanie:
∫ √
2x+ 4 · (3x+ 2) dx = 2

√
2(x+2)

3
2 ·(9x−2)
15 + C

Zadanie 4.2.12
Obliczyć całkę ∫

(5− 3x)
√
x+ 3 dx

Rozwiązanie:
∫
(5− 3x)

√
x+ 3 dx = − 2(x+3)

3
2 ·(9x−43)
15 + C

Zadanie 4.2.13
Obliczyć całkę ∫ √

x+ 4 · (4x+ 2) dx

Rozwiązanie:
∫ √
x+ 4 · (4x+ 2) dx = 4(x+4)

3
2 ·(6x−11)
15 + C

Zadanie 4.2.14
Obliczyć całkę ∫

(3− 2x)
√
3x− 3 dx

Rozwiązanie:
∫
(3− 2x)

√
3x− 3 dx = − 2

√
3(x−1)

3
2 ·(6x−11)
15 + C

Zadanie 4.2.15
Obliczyć całkę ∫

(3− 3x)
√
5x− 3 dx

Rozwiązanie:
∫
(3− 3x)

√
5x− 3 dx = − 2(5x−3)

3
2 ·(15x−19)
125 + C

Zadanie 4.2.16
Obliczyć całkę ∫

(x− 1)
√
3x− 2 dx

Rozwiązanie:
∫
(x− 1)

√
3x− 2 dx = 2(3x−2)

3
2 ·(9x−11)
135 + C

Zadanie 4.2.17
Obliczyć całkę ∫

(2− 2x)
√
2x+ 1 dx

Rozwiązanie:
∫
(2− 2x)

√
2x+ 1 dx = − 2(x−2)(2x+1)

3
2

5 + C
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Zadanie 4.2.18
Obliczyć całkę ∫

(2− 2x)
√
4x− 1 dx

Rozwiązanie:
∫
(2− 2x)

√
4x− 1 dx = − (2x−3)(4x−1)

3
2

10 + C

Zadanie 4.2.19
Obliczyć całkę ∫

(2x− 3)
√
3x− 1 dx

Rozwiązanie:
∫
(2x− 3)

√
3x− 1 dx = 2(3x−1)

3
2 ·(18x−41)
135 + C

Zadanie 4.2.20
Obliczyć całkę ∫ √

3x+ 2 · (5x− 3) dx

Rozwiązanie:
∫ √
3x+ 2 · (5x− 3) dx = 2(3x+2)

3
2 ·(9x−13)
27 + C

4.3 Całkowanie ułamków prostych 1-go rodzaju

Zadanie 4.3.1
Obliczyć całkę ∫

− 3

(4− x)3
dx

Rozwiązanie:
∫
− 3
(4−x)3 dx = −

3
2(x−4)2 + C

Zadanie 4.3.2
Obliczyć całkę ∫

1

(3x− 3)7
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(3x−3)7 dx = −

1
13122(x−1)6 + C

Zadanie 4.3.3
Obliczyć całkę ∫

1
5x− 2

dx

Rozwiązanie:
∫ 1
5x−2 dx =

log (5x−2)
5 + C

Zadanie 4.3.4
Obliczyć całkę ∫

− 2

(2x+ 2)2
dx

Rozwiązanie:
∫
− 2
(2x+2)2 dx =

1
2(x+1) + C

Zadanie 4.3.5
Obliczyć całkę ∫

3

(2x+ 2)3
dx

Rozwiązanie:
∫ 3
(2x+2)3 dx = −

3
16(x+1)2 + C
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Zadanie 4.3.6
Obliczyć całkę ∫

1

(x+ 1)5
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(x+1)5 dx = −

1
4(x+1)4 + C

Zadanie 4.3.7
Obliczyć całkę ∫

2

(4− 2x)5
dx

Rozwiązanie:
∫ 2
(4−2x)5 dx =

1
64(x−2)4 + C

Zadanie 4.3.8
Obliczyć całkę ∫

− 2

(−x− 2)5
dx

Rozwiązanie:
∫
− 2
(−x−2)5 dx = −

1
2(x+2)4 + C

Zadanie 4.3.9
Obliczyć całkę ∫

− 3

(3x− 3)6
dx

Rozwiązanie:
∫
− 3
(3x−3)6 dx =

1
1215(x−1)5 + C

Zadanie 4.3.10
Obliczyć całkę ∫

− 2

(4− 2x)5
dx

Rozwiązanie:
∫
− 2
(4−2x)5 dx = −

1
64(x−2)4 + C

Zadanie 4.3.11
Obliczyć całkę ∫

1

(4x+ 2)5
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(4x+2)5 dx = −

1
256(2x+1)4 + C

Zadanie 4.3.12
Obliczyć całkę ∫

5

(−3x− 1)7
dx

Rozwiązanie:
∫ 5
(−3x−1)7 dx =

5
18(3x+1)6 + C

Zadanie 4.3.13
Obliczyć całkę ∫

1

(3x+ 4)7
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(3x+4)7 dx = −

1
18(3x+4)6 + C
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Zadanie 4.3.14
Obliczyć całkę ∫

1

(2x+ 5)7
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(2x+5)7 dx = −

1
12(2x+5)6 + C

Zadanie 4.3.15
Obliczyć całkę ∫

4

(3x+ 4)5
dx

Rozwiązanie:
∫ 4
(3x+4)5 dx = −

1
3(3x+4)4 + C

Zadanie 4.3.16
Obliczyć całkę ∫

2

(−2x− 1)2
dx

Rozwiązanie:
∫ 2
(−2x−1)2 dx = −

1
2x+1 + C

Zadanie 4.3.17
Obliczyć całkę ∫

1

(4− x)4
dx

Rozwiązanie:
∫ 1
(4−x)4 dx = −

1
3(x−4)3 + C

Zadanie 4.3.18
Obliczyć całkę ∫

− 2

(5x+ 5)3
dx

Rozwiązanie:
∫
− 2
(5x+5)3 dx =

1
125(x+1)2 + C

Zadanie 4.3.19
Obliczyć całkę ∫

2

(4x+ 3)3
dx

Rozwiązanie:
∫ 2
(4x+3)3 dx = −

1
4(4x+3)2 + C

Zadanie 4.3.20
Obliczyć całkę ∫

− 3

(x+ 5)7
dx

Rozwiązanie:
∫
− 3
(x+5)7 dx =

1
2(x+5)6 + C
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4.4 Całkowanie ułamków prostych 2-go rodzaju

Zadanie 4.4.1
Obliczyć całkę ∫

2x− 2
2x2 + 2x+ 5

dx

Rozwiązanie:
∫ 2x−2
2x2+2x+5 dx =

ln (x2+x+ 52 )
2 − atan

(
2x
3 +

1
3

)
+ C

Zadanie 4.4.2
Obliczyć całkę ∫

− x

−x2 + 2x− 3
dx

Rozwiązanie:
∫
− x
−x2+2x−3 dx =

ln (x2−2x+3)
2 +

√
2 atan

(√
2x
2 −

√
2
2

)
2 + C

Zadanie 4.4.3
Obliczyć całkę ∫

−x− 1
x2 + 4x+ 5

dx

Rozwiązanie:
∫ −x−1
x2+4x+5 dx = −

ln (x2+4x+5)
2 + atan (x+ 2) + C

Zadanie 4.4.4
Obliczyć całkę ∫

3− x
x2 + 3

dx

Rozwiązanie:
∫ 3−x
x2+3 dx = −

ln (x2+3)
2 +

√
3 atan

(√
3x
3

)
+ C

Zadanie 4.4.5
Obliczyć całkę ∫

−4x− 2
x2 + x+ 5

dx

Rozwiązanie:
∫ −4x−2
x2+x+5 dx = −2 ln

(
x2 + x+ 5

)
+ C

Zadanie 4.4.6
Obliczyć całkę ∫

− 2
2x2 − x+ 2

dx

Rozwiązanie:
∫
− 2
2x2−x+2 dx = −

4
√
15 atan

(
4
√
15x
15 −

√
15
15

)
15 + C

Zadanie 4.4.7
Obliczyć całkę ∫

x+ 5
2x2 − 3x+ 2

dx

Rozwiązanie:
∫

x+5
2x2−3x+2 dx =

ln (x2− 3x2 +1)
4 +

23
√
7 atan

(
4
√
7x
7 −

3
√
7
7

)
14 + C
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Zadanie 4.4.8
Obliczyć całkę ∫

4x− 2
x2 − x+ 5

dx

Rozwiązanie:
∫ 4x−2
x2−x+5 dx = 2 ln

(
x2 − x+ 5

)
+ C

Zadanie 4.4.9
Obliczyć całkę ∫

2− 4x
−x2 + x− 2

dx

Rozwiązanie:
∫ 2−4x
−x2+x−2 dx = 2 ln

(
x2 − x+ 2

)
+ C

Zadanie 4.4.10
Obliczyć całkę ∫

2x+ 2
−x2 − 2x− 3

dx

Rozwiązanie:
∫ 2x+2
−x2−2x−3 dx = − ln

(
x2 + 2x+ 3

)
+ C

Zadanie 4.4.11
Obliczyć całkę ∫

2x+ 4
−2x2 − 2x− 1

dx

Rozwiązanie:
∫ 2x+4
−2x2−2x−1 dx = −

ln (x2+x+ 12 )
2 − 3 atan (2x+ 1) + C

Zadanie 4.4.12
Obliczyć całkę ∫

x+ 4
x2 + 3

dx

Rozwiązanie:
∫
x+4
x2+3 dx =

ln (x2+3)
2 +

4
√
3 atan

(√
3x
3

)
3 + C

Zadanie 4.4.13
Obliczyć całkę ∫

x− 1
x2 − 2x+ 4

dx

Rozwiązanie:
∫

x−1
x2−2x+4 dx =

ln (x2−2x+4)
2 + C

Zadanie 4.4.14
Obliczyć całkę ∫

− 4x
x2 + 3

dx

Rozwiązanie:
∫
− 4x
x2+3 dx = −2 ln

(
x2 + 3

)
+ C

Zadanie 4.4.15
Obliczyć całkę ∫

1
2x2 − x+ 1

dx

Rozwiązanie:
∫ 1
2x2−x+1 dx =

2
√
7 atan

(
4
√
7x
7 −

√
7
7

)
7 + C
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Zadanie 4.4.16
Obliczyć całkę ∫

− 1
−x2 + 3x− 3

dx

Rozwiązanie:
∫
− 1
−x2+3x−3 dx =

2
√
3 atan

(
2
√
3x
3 −

√
3
)

3 + C

Zadanie 4.4.17
Obliczyć całkę ∫

− 2x
x2 + 5

dx

Rozwiązanie:
∫
− 2x
x2+5 dx = − ln

(
x2 + 5

)
+ C

Zadanie 4.4.18
Obliczyć całkę ∫

x− 2
x2 − 2x+ 3

dx

Rozwiązanie:
∫

x−2
x2−2x+3 dx =

ln (x2−2x+3)
2 −

√
2 atan

(√
2x
2 −

√
2
2

)
2 + C

Zadanie 4.4.19
Obliczyć całkę ∫

6x+ 6
x2 + 2x+ 2

dx

Rozwiązanie:
∫ 6x+6
x2+2x+2 dx = 3 ln

(
x2 + 2x+ 2

)
+ C

Zadanie 4.4.20
Obliczyć całkę ∫

4− 2x
2x2 − 3x+ 2

dx

Rozwiązanie:
∫ 4−2x
2x2−3x+2 dx = −

ln (x2− 3x2 +1)
2 +

5
√
7 atan

(
4
√
7x
7 −

3
√
7
7

)
7 + C

4.5 Całkowanie funkcji wymiernych

Zadanie 4.5.1
Obliczyć całkę ∫

3x2 + 13x+ 16
x3 + 8x2 + 20x+ 16

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 3
x+4 +

1
(x+2)2

)
dx = 3 ln (x+ 4)− 1

x+2 + C

Zadanie 4.5.2
Obliczyć całkę ∫

2
x2 + 8x+ 16

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2
(x+4)2

)
dx = − 2

x+4 + C
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Zadanie 4.5.3
Obliczyć całkę ∫

3x4 + 15x3 + 24x2 + 17x+ 7
x5 + 7x4 + 21x3 + 35x2 + 32x+ 12

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2x−2
x2+2x+3 +

1
(x+2)2 +

1
x+1

)
dx = ln (x+ 1)+ ln

(
x2 + 2x+ 3

)
− 2
√
2 arc tg

(√
2x
2 +

√
2
2

)
−

1
x+2 + C

Zadanie 4.5.4
Obliczyć całkę ∫

− 1
x+ 4

dx

Rozwiązanie:
∫ (
− 1
x+4

)
dx = − ln (x+ 4) + C

Zadanie 4.5.5
Obliczyć całkę ∫

−4x2 + 9x− 11
x3 − 5x2 + 5x− 4

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2−x
x2−x+1 −

3
x−4

)
dx = −3 ln (x− 4)− ln (x

2−x+1)
2 +

√
3 arc tg

(
2
√
3x
3 −

√
3
3

)
+ C

Zadanie 4.5.6
Obliczyć całkę ∫

−x4 + x3 + 6x2 − 12x− 48
x5 − 2x4 − 9x3 + 3x2 + 36x+ 27

dx

Rozwiązanie:
∫ (

x+1
x2+3x+3 −

2
x+1 −

1
(x−3)2

)
dx = −2 ln (x+ 1)+ ln (x

2+3x+3)
2 −

√
3 arc tg

(
2
√
3x
3 +

√
3
)

3 + 1
x−3+C

Zadanie 4.5.7
Obliczyć całkę ∫

−2x5 + 20x4 − 78x3 + 136x2 − 108x+ 44
x6 − 9x5 + 31x4 − 54x3 + 55x2 − 33x+ 9

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2−2x
x2−x+1 +

3
(x−1)2 −

1
(x−3)2

)
dx = − 2x−8

x2−4x+3 − ln
(
x2 − x+ 1

)
+
2
√
3 arc tg

(
2
√
3x
3 −

√
3
3

)
3 +C

Zadanie 4.5.8
Obliczyć całkę ∫

−2x2 − 3x+ 6
x3 + 5x2 + 6x+ 8

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2−x
x2+x+2 −

1
x+4

)
dx = − ln (x+ 4)− ln (x

2+x+2)
2 +

5
√
7 arc tg

(
2
√
7x
7 +

√
7
7

)
7 + C

Zadanie 4.5.9
Obliczyć całkę ∫

−x− 8
x2 − 2x− 8

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 1
x+2 −

2
x−4

)
dx = −2 ln (x− 4) + ln (x+ 2) + C
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Zadanie 4.5.10
Obliczyć całkę ∫

3
x+ 4

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 3
x+4

)
dx = 3 ln (x+ 4) + C

Zadanie 4.5.11
Obliczyć całkę ∫

−2x5 + 11x4 + 2x3 + 40x2 − 162x+ 192
x6 − 4x5 − 3x4 + 26x3 − 32x2 − 24x+ 144

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 1−2x
x2−2x+4 +

3
(x+2)2 +

3
(x−3)2

)
dx = − 6x−3

x2−x−6 − ln
(
x2 − 2x+ 4

)
−
√
3 arc tg

(√
3x
3 −

√
3
3

)
3 +C

Zadanie 4.5.12
Obliczyć całkę ∫

−x2 − 4x+ 4
x3 + 5x2 + 10x+ 12

dx

Rozwiązanie:
∫ (
− 2x
x2+2x+4 +

1
x+3

)
dx = ln (x+ 3)− ln

(
x2 + 2x+ 4

)
+
2
√
3 arc tg

(√
3x
3 +

√
3
3

)
3 + C

Zadanie 4.5.13
Obliczyć całkę ∫

3x2 + 7x+ 6
x3 + 5x2 + 7x+ 3

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 3
x+3 +

1
(x+1)2

)
dx = 3 ln (x+ 3)− 1

x+1 + C

Zadanie 4.5.14
Obliczyć całkę ∫

2x3 + 9x2 + 3x+ 4
x4 + 5x3 + 12x2 + 20x+ 16

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 2x−2
x2+x+4 +

3
(x+2)2

)
dx = ln

(
x2 + x+ 4

)
−
2
√
15 arc tg

(
2
√
15x
15 +

√
15
15

)
5 − 3

x+2 + C

Zadanie 4.5.15
Obliczyć całkę ∫

3
x2 − 6x+ 9

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 3
(x−3)2

)
dx = − 3

x−3 + C

Zadanie 4.5.16
Obliczyć całkę ∫

1
x+ 1

dx

Rozwiązanie:
∫ ( 1
x+1

)
dx = ln (x+ 1) + C
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Zadanie 4.5.17
Obliczyć całkę ∫

− 3
x− 1

dx

Rozwiązanie:
∫ (
− 3
x−1

)
dx = −3 ln (x− 1) + C

Zadanie 4.5.18
Obliczyć całkę ∫

−2x2 − 7x− 9
x3 − 2x2 + x− 12

dx

Rozwiązanie:
∫ (

x−1
x2+x+4 −

3
x−3

)
dx = −3 ln (x− 3) + ln (x

2+x+4)
2 −

√
15 arc tg

(
2
√
15x
15 +

√
15
15

)
5 + C

Zadanie 4.5.19
Obliczyć całkę ∫

− 2
x+ 4

dx

Rozwiązanie:
∫ (
− 2
x+4

)
dx = −2 ln (x+ 4) + C

Zadanie 4.5.20
Obliczyć całkę ∫

5
x2 − 3x− 4

dx

Rozwiązanie:
∫ (
− 1
x+1 +

1
x−4

)
dx = ln (x− 4)− ln (x+ 1) + C

Zadanie 4.5.21
Obliczyć całkę ∫

x4 + 5x3 + 11x2 + 13x+ 18
x3 + 4x2 + 5x+ 6

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x+ 2−x

x2+x+2 + 1 +
3
x+3

)
dx = x

2

2 +x+3 ln (x+ 3)−
ln (x2+x+2)

2 +
5
√
7 arc tg

(
2
√
7x
7 +

√
7
7

)
7 +C

Zadanie 4.5.22
Obliczyć całkę ∫

x6 + 6x5 + 7x4 + 18x3 + 73x2 − 15x+ 156
x4 + 7x3 + 12x2 + 16x+ 64

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x2 − x+ 2 + 2

x2−x+4 −
1

(x+4)2

)
dx = x

3

3 −
x2

2 + 2x+
4
√
15 arc tg

(
2
√
15x
15 −

√
15
15

)
15 + 1

x+4 + C

Zadanie 4.5.23
Obliczyć całkę ∫

2x4 + 18x3 + 46x2 + 16x− 30
x2 + 8x+ 16

dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x2 + 2x− 2 + 2

(x+4)2

)
dx = 2x

3

3 + x
2 − 2x− 2

x+4 + C
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Zadanie 4.5.24
Obliczyć całkę ∫

x6 − 7x5 + 12x4 − 11x3 + 28x2 + 40x+ 77
x4 − 8x3 + 19x2 − 24x+ 48

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x2 + x+ 2x+2x2+3 + 1−

1
(x−4)2

)
dx = x

3

3 +
x2

2 +x+ ln
(
x2 + 3

)
+
2
√
3 arc tg

(√
3x
3

)
3 + 1

x−4 +C

Zadanie 4.5.25
Obliczyć całkę ∫

2x3 + 2x2 − 2
x+ 1

dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x2 − 2

x+1

)
dx = 2x

3

3 − 2 ln (x+ 1) + C

Zadanie 4.5.26
Obliczyć całkę ∫

2x4 − 8x3 + 11x2 − 8x+ 12
x3 − 3x2 + 2x− 6

dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x+ 2−2xx2+2 − 2 +

3
x−3

)
dx = x2 − 2x+ 3 ln (x− 3)− ln

(
x2 + 2

)
+
√
2 arc tg

(√
2x
2

)
+C

Zadanie 4.5.27
Obliczyć całkę ∫

x5 + 6x4 + 6x3 − 18x2 − 23x+ 8
x4 + 8x3 + 22x2 + 24x+ 9

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x− 2− 1

(x+3)2 +
3

(x+1)2

)
dx = x

2

2 − 2x+
−2x−8
x2+4x+3 + C

Zadanie 4.5.28
Obliczyć całkę ∫

−x6 + 5x5 − 9x4 + 7x3 + 8x2 − 16x+ 14
x4 − 5x3 + 9x2 − 11x+ 6

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 − x

x2−x+2 −
2
x−1 −

1
x−3

)
dx = −x

3

3 − ln (x− 3) − 2 ln (x− 1) −
ln (x2−x+2)

2 −
√
7 arc tg

(
2
√
7x
7 −

√
7
7

)
7 + C

Zadanie 4.5.29
Obliczyć całkę ∫

−x7 − 2x6 + 4x5 − 8x4 + 24x3 + 6x2 + 6x+ 24
x5 + 4x4 + 3x3 + 12x2

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 + 2x− 1 + 1

x2+3 +
2
x+4 +

2
x2

)
dx = −x

3

3 +x
2−x+2 ln (x+ 4)+

√
3 arc tg

(√
3x
3

)
3 − 2x+C

Zadanie 4.5.30
Obliczyć całkę ∫

−x8 + 6x7 − 17x6 + 36x5 − 57x4 + 40x3 − 11x2 − 24x+ 24
x6 − 4x5 + 7x4 − 12x3 + 12x2

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 + 2x+ 2x+2x2+3 − 2−

3
(x−2)2 +

2
x2

)
dx = −x

3

3 + x
2 − 2x − −x−4

x2−2x + ln
(
x2 + 3

)
+

2
√
3 arc tg

(√
3x
3

)
3 + C
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Zadanie 4.5.31
Obliczyć całkę ∫

x6 − 3x5 + 5x4 − 6x3 + 7x2 − 4x+ 3
x4 − 3x3 + 4x2 − 3x+ 1

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x2 + 1− 1

x2−x+1 +
3

(x−1)2

)
dx = x

3

3 + x−
2
√
3 arc tg

(
2
√
3x
3 −

√
3
3

)
3 − 3

x−1 + C

Zadanie 4.5.32
Obliczyć całkę ∫

x4 + 5x3 − 13x2 − 91x− 68
x3 + 4x2 − 16x− 64

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x+ 1− 3

(x+4)2 −
1
x−4

)
dx = x

2

2 + x− ln (x− 4) +
3
x+4 + C

Zadanie 4.5.33
Obliczyć całkę ∫

−x3 − x2 + 4x− 3
x+ 3

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 + 2x− 2 + 3

x+3

)
dx = −x

3

3 + x
2 − 2x+ 3 ln (x+ 3) + C

Zadanie 4.5.34
Obliczyć całkę ∫

−2x3 − 8x2 − 6x+ 2
x+ 3

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−2x2 − 2x+ 2

x+3

)
dx = − 2x

3

3 − x
2 + 2 ln (x+ 3) + C

Zadanie 4.5.35
Obliczyć całkę ∫

−x4 + 4x3 + 4x2 − 19x+ 10
x2 − 6x+ 8

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 − 2x− 2

x−2 −
1
x−4

)
dx = −x

3

3 − x
2 − ln (x− 4)− 2 ln (x− 2) + C

Zadanie 4.5.36
Obliczyć całkę ∫

−2x8 − 6x7 + 26x6 + 14x5 − 126x4 + 352x3 − 252x2 − 56x+ 28
x6 + 3x5 − 13x4 − 8x3 + 60x2 − 160x+ 192

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−2x2 + −2x−2

x2−x+3 +
1

(x+4)2 +
3

(x−2)2

)
dx = − 2x

3

3 −
4x+10
x2+2x−8 − ln

(
x2 − x+ 3

)
−

6
√
11 arc tg

(
2
√
11x
11 −

√
11
11

)
11 + C

Zadanie 4.5.37
Obliczyć całkę ∫

−2x6 + 3x5 − x4 + 17x3 + 14x2 + 2x+ 27
x4 − x3 − x2 − 11x− 12

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−2x2 + x+ −2x−1

x2+x+4 − 2−
1
x+1 −

3
x−3

)
dx = − 2x

3

3 +
x2

2 − 2x − 3 ln (x− 3) −
ln
(
x3 + 2x2 + 5x+ 4

)
+ C
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Zadanie 4.5.38
Obliczyć całkę ∫

x5 + 2x4 − x3 − x2 + 5x+ 5
x3 + 4x2 + 5x+ 2

dx

Rozwiązanie:
∫ (
x2 − 2x+ 2− 1

x+2 +
1

(x+1)2

)
dx = x

3

3 − x
2 + 2x− ln (x+ 2)− 1

x+1 + C

Zadanie 4.5.39
Obliczyć całkę ∫

−x6 − 2x5 + 7x4 + 17x3 + 27x2 + 16x
x4 + 2x3 − 7x2 − 18x− 18

dx

Rozwiązanie:
∫ (
−x2 + 2

x2+2x+2 −
2
x+3 +

1
x−3

)
dx = −x

3

3 + ln (x− 3)− 2 ln (x+ 3)+2 arc tg (x+ 1)+C

Zadanie 4.5.40
Obliczyć całkę ∫

2x5 + x4 − 10x3 + 18x2 − 6x+ 6
x3 + x2 − 4x+ 6

dx

Rozwiązanie:
∫ (
2x2 − x− 1 + 2

x2−2x+2 +
3
x+3

)
dx = 2x

3

3 −
x2

2 − x+ 3 ln (x+ 3) + 2 arc tg (x− 1) + C

5 Całka oznaczona

5.1 Pole obszaru
Zadanie 5.1.1
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 5x+ 4 oraz g(x) = x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
0

(
−2x2 + 4x

)
dx = 83

Zadanie 5.1.2
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 − x− 2 oraz g(x) = −x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
1− x2

)
dx = 43

Zadanie 5.1.3
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 + 5x− 2 oraz g(x) = x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−2

(
−2x2 − 4x

)
dx = 83
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Zadanie 5.1.4
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 − 2x oraz g(x) = 4− 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
−2

(
4− x2

)
dx = 323

Zadanie 5.1.5
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 + 5x+ 4 oraz g(x) = 4− 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
7∫
0

(
−x2 + 7x

)
dx = 3436

Zadanie 5.1.6
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 − 2 oraz g(x) = 2x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
−1

(
−2x2 + 2x+ 4

)
dx = 9

Zadanie 5.1.7
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 − 3 oraz g(x) = x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
−1

(
−x2 + x+ 2

)
dx = 92

Zadanie 5.1.8
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + x+ 2 oraz g(x) = −x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
−1

(
−2x2 + 2x+ 4

)
dx = 9

Zadanie 5.1.9
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 + 3x+ 3 oraz g(x) = 3− 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
5∫
0

(
−x2 + 5x

)
dx = 1256

Zadanie 5.1.10
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 3x− 3 oraz g(x) = x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
−2x2 + 2x

)
dx = 13
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Zadanie 5.1.11
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 − x+ 5 oraz g(x) = −x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
−2

(
8− 2x2

)
dx = 643

Zadanie 5.1.12
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 + 2x oraz g(x) = −2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−2

(
−2x2 − 4x

)
dx = 83

Zadanie 5.1.13
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 5x− 2 oraz g(x) = 5− x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−7

(
−x2 − 6x+ 7

)
dx = 2563

Zadanie 5.1.14
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 − 2x+ 2 oraz g(x) = 4− 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
2− 2x2

)
dx = 83

Zadanie 5.1.15
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 3x+ 2 oraz g(x) = −x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−3

(
−x2 − 4x− 3

)
dx = 43

Zadanie 5.1.16
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 2x+ 2 oraz g(x) = x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−3

(
−x2 − 3x

)
dx = 92

Zadanie 5.1.17
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 3x− 1 oraz g(x) = 2x+ 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−4

(
−x2 − 5x− 4

)
dx = 92
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Zadanie 5.1.18
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 2x+ 1 oraz g(x) = 1− 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
0

(
−2x2 + 4x

)
dx = 83

Zadanie 5.1.19
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 5x− 2 oraz g(x) = 2− x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
1

(
−2x2 + 6x− 4

)
dx = 13

Zadanie 5.1.20
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 5x+ 4 oraz g(x) = 4− x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
3∫
0

(
−2x2 + 6x

)
dx = 9

Zadanie 5.1.21
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 + x− 3 oraz g(x) = −2x2 − 3x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
−4x2 − 4x

)
dx = 23

Zadanie 5.1.22
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 − 2 oraz g(x) = x2 − 2x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−3

(
−x2 − 2x+ 3

)
dx = 323

Zadanie 5.1.23
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 + 2x− 1 oraz g(x) = −x2 + 3x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−2

(
−x2 − x+ 2

)
dx = 92

Zadanie 5.1.24
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 3x− 3 oraz g(x) = −2x2 + 2x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
5∫
0

(
−x2 + 5x

)
dx = 1256
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Zadanie 5.1.25
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 4 oraz g(x) = −x2 + 4x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
0

(
−2x2 + 4x

)
dx = 83

Zadanie 5.1.26
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 2x+ 2 oraz g(x) = 2x2 + x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
−x2 + x

)
dx = 16

Zadanie 5.1.27
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 2x+ 3 oraz g(x) = 2x2 − 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
3− 3x2

)
dx = 4

Zadanie 5.1.28
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 + 5x+ 3 oraz g(x) = x2 + x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
3∫
−1

(
−2x2 + 4x+ 6

)
dx = 643

Zadanie 5.1.29
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 3x+ 1 oraz g(x) = 2x2 − 3x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
3− 3x2

)
dx = 4

Zadanie 5.1.30
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 + 4x+ 3 oraz g(x) = 3− 2x2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
−4x2 − 4x

)
dx = 23

Zadanie 5.1.31
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 + 5x− 3 oraz g(x) = 2x2 + 2x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
−3x2 + 3x

)
dx = 12
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Zadanie 5.1.32
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 5x+ 5 oraz g(x) = 2x2 + 5x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
1− x2

)
dx = 43

Zadanie 5.1.33
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x2 − x+ 1 oraz g(x) = x2 − x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
3− 3x2

)
dx = 4

Zadanie 5.1.34
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − x+ 4 oraz g(x) = x2 + 5x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−3

(
−2x2 − 6x

)
dx = 9

Zadanie 5.1.35
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 + 2x− 2 oraz g(x) = −2x2 − 2x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
−4x2 − 4x

)
dx = 23

Zadanie 5.1.36
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 2x oraz g(x) = −2x2 + 2x+ 5

Rozwiązanie: Pole obszaru to
5∫
−1

(
−x2 + 4x+ 5

)
dx = 36

Zadanie 5.1.37
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 − 2x+ 2 oraz g(x) = 5− 2x2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
3∫
−1

(
−x2 + 2x+ 3

)
dx = 323

Zadanie 5.1.38
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x2 + 3x oraz g(x) = −2x2 + 2x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−2

(
−x2 − x+ 2

)
dx = 92
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Zadanie 5.1.39
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x2 + 3x− 3 oraz g(x) = −x2 − x+ 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−3

(
−2x2 − 4x+ 6

)
dx = 643

Zadanie 5.1.40
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x2 oraz g(x) = −2x2 + 4x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
−4x2 + 4x

)
dx = 23

Zadanie 5.1.41
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −2x− 3 oraz g(x) = x3 − 3x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
x3 − x

)
dx+

1∫
0

(
−x3 + x

)
dx = 12

Zadanie 5.1.42
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 4x− 1 oraz g(x) = x3 − 2x2 + x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
x3 − 2x2 − 3x

)
dx+

3∫
0

(
−x3 + 2x2 + 3x

)
dx = 716

Zadanie 5.1.43
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 1− 4x oraz g(x) = −x3 + x2 − 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−2

(
x3 − x2 − 4x+ 4

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + x2 + 4x− 4

)
dx = 716

Zadanie 5.1.44
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −3x− 1 oraz g(x) = −3x3 + 3x2 + 3x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−1

(
3x3 − 3x2 − 6x

)
dx+

2∫
0

(
−3x3 + 3x2 + 6x

)
dx = 374

Zadanie 5.1.45
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 3− 3x oraz g(x) = x3 + 5x2 + x+ 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−4

(
x3 + 5x2 + 4x

)
dx+

0∫
−1

(
−x3 − 5x2 − 4x

)
dx = 716
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Zadanie 5.1.46
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 4x oraz g(x) = −x3 − 3x2 + 2x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−2

(
x3 + 3x2 + 2x

)
dx+

0∫
−1

(
−x3 − 3x2 − 2x

)
dx = 12

Zadanie 5.1.47
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −4x− 1 oraz g(x) = x3 + 4x2 − x− 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−3

(
x3 + 4x2 + 3x

)
dx+

0∫
−1

(
−x3 − 4x2 − 3x

)
dx = 3712

Zadanie 5.1.48
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x− 2 oraz g(x) = −x3 + 3x2 − 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
x3 − 3x2 + 2x

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + 3x2 − 2x

)
dx = 12

Zadanie 5.1.49
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 2x+ 4 oraz g(x) = 2x3 + 2x2 − 2x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−2

(
2x3 + 2x2 − 4x

)
dx+

1∫
0

(
−2x3 − 2x2 + 4x

)
dx = 376

Zadanie 5.1.50
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x− 1 oraz g(x) = −x3 − 2x2 + 2x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−2

(
x3 + 2x2 − x− 2

)
dx+

1∫
−1

(
−x3 − 2x2 + x+ 2

)
dx = 3712

Zadanie 5.1.51
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 3x− 2 oraz g(x) = −x3 + 5x2 − x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
x3 − 5x2 + 4x

)
dx+

4∫
1

(
−x3 + 5x2 − 4x

)
dx = 716

Zadanie 5.1.52
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = x+ 4 oraz g(x) = −x3 + x2 + 5x

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−2

(
x3 − x2 − 4x+ 4

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + x2 + 4x− 4

)
dx = 716
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Zadanie 5.1.53
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −3x− 3 oraz g(x) = −3x3 − 3x2 + 3x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−2

(
3x3 + 3x2 − 6x

)
dx+

1∫
0

(
−3x3 − 3x2 + 6x

)
dx = 374

Zadanie 5.1.54
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 1− 2x oraz g(x) = −x3 + x2 + 2x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−2

(
x3 − x2 − 4x+ 4

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + x2 + 4x− 4

)
dx = 716

Zadanie 5.1.55
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 1− 4x oraz g(x) = x3 − 3x2 − 2x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
x3 − 3x2 + 2x

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + 3x2 − 2x

)
dx = 12

Zadanie 5.1.56
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 1− x oraz g(x) = −x3 + 3x2 − 3x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
0

(
x3 − 3x2 + 2x

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + 3x2 − 2x

)
dx = 12

Zadanie 5.1.57
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = −x− 2 oraz g(x) = x3 − 3x2 − 2x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
x3 − 3x2 − x+ 3

)
dx+

3∫
1

(
−x3 + 3x2 + x− 3

)
dx = 8

Zadanie 5.1.58
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 3− 3x oraz g(x) = −x3 − 2x2 + 5x+ 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−4

(
x3 + 2x2 − 8x

)
dx+

2∫
0

(
−x3 − 2x2 + 8x

)
dx = 1483

Zadanie 5.1.59
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 3− 4x oraz g(x) = −x3 + 2x2 − 3x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
−1

(
x3 − 2x2 − x+ 2

)
dx+

2∫
1

(
−x3 + 2x2 + x− 2

)
dx = 3712
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Zadanie 5.1.60
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = 4x+ 5 oraz g(x) = 3x3 + 3x2 − 2x+ 5

Rozwiązanie: Pole obszaru to
0∫
−2

(
3x3 + 3x2 − 6x

)
dx+

1∫
0

(
−3x3 − 3x2 + 6x

)
dx = 374

Zadanie 5.1.61
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 5
x

oraz g(x) = 6x2 − 5x− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
5/6

(
−6x2 + 5x+ 6− 5x

)
dx = 5 ln

(
5
6

)
+ 199216

Zadanie 5.1.62
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
4
x

oraz g(x) = 3x2 + 4x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−4/3

(
−3x2 − 4x+ 3 + 4x

)
dx = 3227 − 4 ln

(
4
3

)
Zadanie 5.1.63
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 5
x

oraz g(x) = −x2 − 5x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−5

(
−x2 − 5x+ 1 + 5x

)
dx = 683 − 5 ln (5)

Zadanie 5.1.64
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
x

oraz g(x) = 6x2 − x− 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1/3∫
−1/2

(
−6x2 + x+ 4 + 1x

)
dx = − ln (3) + 91

216 + ln (2)

Zadanie 5.1.65
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
5
x

oraz g(x) = −3x2 + 5x+ 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
5/3∫
1

(
−3x2 + 5x+ 3− 5x

)
dx = 7627 − 5 ln

(
5
3

)
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Zadanie 5.1.66
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
2
x

oraz g(x) = 4x2 + 2x− 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1/2∫
−1

(
−4x2 − 2x+ 4 + 2x

)
dx = 1912 − 2 ln (2)

Zadanie 5.1.67
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 4
x

oraz g(x) = 3x2 − 4x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
4/3∫
1

(
−3x2 + 4x+ 3− 4x

)
dx = 3227 − 4 ln

(
4
3

)
Zadanie 5.1.68
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
6
x

oraz g(x) = x2 + 4x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−2∫
−3

(
−x2 − 4x− 1 + 6x

)
dx = −6 ln (3) + 83 + 6 ln (2)

Zadanie 5.1.69
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 4
x

oraz g(x) = −3x2 − 5x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−2/3∫
−2

(
−3x2 − 5x+ 4 + 4x

)
dx = −4 ln (2) + 4 ln

(
2
3

)
+ 17627

Zadanie 5.1.70
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
x

oraz g(x) = 6x2 + x− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1/6∫
−1

(
−6x2 − x+ 6 + 1x

)
dx = 755216 − ln (6)

Zadanie 5.1.71
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
5
x

oraz g(x) = 6x2 + 5x− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−5/6∫
−1

(
−6x2 − 5x+ 6 + 5x

)
dx = 5 ln

(
5
6

)
+ 199216
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Zadanie 5.1.72
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
6
x

oraz g(x) = −2x2 + 5x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
3/2

(
−2x2 + 5x+ 1− 6x

)
dx = −6 ln (2) + 4324 + 6 ln

(
3
2

)
Zadanie 5.1.73
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = 2x2 − x− 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
−2x2 + x+ 2− 1x

)
dx = 1924 − ln (2)

Zadanie 5.1.74
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 6
x

oraz g(x) = 3x2 − 6x− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
2∫
1

(
−3x2 + 6x+ 3− 6x

)
dx = 5− 6 ln (2)

Zadanie 5.1.75
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 5
x

oraz g(x) = −2x2 − 5x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−5/2

(
−2x2 − 5x+ 2 + 5x

)
dx = 518 − 5 ln

(
5
2

)
Zadanie 5.1.76
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
5
x

oraz g(x) = −2x2 + 5x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
5/2∫
1

(
−2x2 + 5x+ 2− 5x

)
dx = 518 − 5 ln

(
5
2

)
Zadanie 5.1.77
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 4
x

oraz g(x) = −2x2 − 4x+ 2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−2

(
−2x2 − 4x+ 2 + 4x

)
dx = 103 − 4 ln (2)
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Zadanie 5.1.78
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = −6x2 + x+ 4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1/3∫
−1/2

(
−6x2 + x+ 4 + 1x

)
dx = − ln (3) + 91

216 + ln (2)

Zadanie 5.1.79
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
6
x

oraz g(x) = x2 + 4x+ 1

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−2∫
−3

(
−x2 − 4x− 1 + 6x

)
dx = −6 ln (3) + 83 + 6 ln (2)

Zadanie 5.1.80
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 5
x

oraz g(x) = 6x2 − 5x− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
5/6

(
−6x2 + 5x+ 6− 5x

)
dx = 5 ln

(
5
6

)
+ 199216

Zadanie 5.1.81
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = −x2 + 7x
2
− 7
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
x2 − 7x2 +

7
2 −

1
x

)
dx+

2∫
1

(
−x2 + 7x2 −

7
2 +

1
x

)
dx = 7

48

Zadanie 5.1.82
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
3
x

oraz g(x) = −x
2

2
− 3x− 11

2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−2∫
−3

(
−x

2

2 − 3x−
11
2 −

3
x

)
dx+

−1∫
−2

(
x2

2 + 3x+
11
2 +

3
x

)
dx = −6 ln (2) + 1+

3 ln (3)

Zadanie 5.1.83
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 2
x

oraz g(x) = −3x
2

2
+
11x
2
− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
2/3

(
3x2

2 −
11x
2 + 6−

2
x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

2 +
11x
2 − 6 +

2
x

)
dx = 2 ln

(
2
3

)
− 2354 +

2 ln (2)
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Zadanie 5.1.84
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
3
2x

oraz g(x) = −x2 − 9x
2
− 5

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−3

(
−x2 − 9x2 − 5−

3
2x

)
dx+

−1/2∫
−1

(
x2 + 9x2 + 5 +

3
2x

)
dx = − 3 ln (2)2 + 7

16 +

3 ln (3)
2

Zadanie 5.1.85
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
2x

oraz g(x) =
3x2

4
+
5x
2
+
9
4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−2

(
− 3x

2

4 −
5x
2 −

9
4 −

1
2x

)
dx +

−1/3∫
−1

(
3x2

4 +
5x
2 +

9
4 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 +

ln (2)
2 +

41
108

Zadanie 5.1.86
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
3
2x

oraz g(x) = −2x2 − 6x− 11
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−3/2

(
−2x2 − 6x− 112 −

3
2x

)
dx+

−1/2∫
−1

(
2x2 + 6x+ 112 +

3
2x

)
dx = − 3 ln (2)2 +

1
2 +

3 ln ( 32 )
2

Zadanie 5.1.87
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
2x

oraz g(x) =
3x2

4
− 5x
2
+
9
4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/3

(
3x2

4 −
5x
2 +

9
4 −

1
2x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

4 +
5x
2 −

9
4 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 +

ln (2)
2 +

41
108

Zadanie 5.1.88
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
2
x

oraz g(x) = −3x
2

2
− 11x
2
− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−2

(
− 3x

2

2 −
11x
2 − 6−

2
x

)
dx +

−2/3∫
−1

(
3x2

2 +
11x
2 + 6 +

2
x

)
dx = 2 ln

(
2
3

)
−

23
54 + 2 ln (2)
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Zadanie 5.1.89
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 3
4x

oraz g(x) = −x
2

2
+
9x
4
− 5
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
x2

2 −
9x
4 +

5
2 −

3
4x

)
dx+

3∫
1

(
−x

2

2 +
9x
4 −

5
2 +

3
4x

)
dx = − 3 ln (2)4 + 7

32 +

3 ln (3)
4

Zadanie 5.1.90
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 3
4x

oraz g(x) =
x2

2
+
9x
4
+
5
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1∫
−3

(
−x

2

2 −
9x
4 −

5
2 −

3
4x

)
dx +

−1/2∫
−1

(
x2

2 +
9x
4 +

5
2 +

3
4x

)
dx = − 3 ln (2)4 +

7
32 +

3 ln (3)
4

Zadanie 5.1.91
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
2x

oraz g(x) = −3x2 − 11x
2
− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
−1/2∫
−1

(
−3x2 − 11x2 − 3−

1
2x

)
dx+

−1/3∫
−1/2

(
3x2 + 11x2 + 3 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 −

23
216 + ln (2)

Zadanie 5.1.92
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
x

oraz g(x) = x2 − 7x
2
+
7
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
x2 − 7x2 +

7
2 −

1
x

)
dx+

2∫
1

(
−x2 + 7x2 −

7
2 +

1
x

)
dx = 7

48

Zadanie 5.1.93
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = −3x
2

2
+ 5x− 9

2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/3

(
3x2

2 − 5x+
9
2 −

1
x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

2 + 5x−
9
2 +

1
x

)
dx = − ln (3)+ln (2)+

41
54
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Zadanie 5.1.94
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
3
2x

oraz g(x) = x2 − 9x
2
+ 5

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
x2 − 9x2 + 5−

3
2x

)
dx +

3∫
1

(
−x2 + 9x2 − 5 +

3
2x

)
dx = − 3 ln (2)2 + 7

16 +

3 ln (3)
2

Zadanie 5.1.95
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
2x

oraz g(x) =
3x2

4
− 5x
2
+
9
4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/3

(
3x2

4 −
5x
2 +

9
4 −

1
2x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

4 +
5x
2 −

9
4 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 +

ln (2)
2 +

41
108

Zadanie 5.1.96
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = −3x
2

2
+ 5x− 9

2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/3

(
3x2

2 − 5x+
9
2 −

1
x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

2 + 5x−
9
2 +

1
x

)
dx = − ln (3)+ln (2)+

41
54

Zadanie 5.1.97
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) =
1
2x

oraz g(x) =
3x2

4
− 5x
2
+
9
4

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/3

(
3x2

4 −
5x
2 +

9
4 −

1
2x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

4 +
5x
2 −

9
4 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 +

ln (2)
2 +

41
108

Zadanie 5.1.98
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 2
x

oraz g(x) = −3x
2

2
+
11x
2
− 6

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
2/3

(
3x2

2 −
11x
2 + 6−

2
x

)
dx+

2∫
1

(
− 3x

2

2 +
11x
2 − 6 +

2
x

)
dx = 2 ln

(
2
3

)
− 2354 +

2 ln (2)
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Zadanie 5.1.99
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
2x

oraz g(x) = −3x2 + 11x
2
− 3

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1/2∫
1/3

(
3x2 − 11x2 + 3−

1
2x

)
dx +

1∫
1/2

(
−3x2 + 11x2 − 3 +

1
2x

)
dx = − ln (3)2 −

23
216 + ln (2)

Zadanie 5.1.100
Obliczyć pole obszaru ograniczonego wykresami krzywych

f(x) = − 1
x

oraz g(x) = −x2 + 7x
2
− 7
2

Rozwiązanie: Pole obszaru to
1∫
1/2

(
x2 − 7x2 +

7
2 −

1
x

)
dx+

2∫
1

(
−x2 + 7x2 −

7
2 +

1
x

)
dx = 7

48

6 Szeregi Fouriera

6.1 Szeregi Fouriera

Zadanie 6.1.1
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

0 dla x ∈ [−1, 0]

2 dla x ∈ (0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 2, an = 0, bn = 2(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) = 4 sin (πx)π + 4 sin (3πx)3π + 4 sin (5πx)5π + 1 + . . .
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Zadanie 6.1.2
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

1 dla x ∈ [−1, 0)

0 dla x ∈ [0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1, an = 0, bn = (−1)
n−1
πn ,

S(x) = − 2 sin (πx)π − 2 sin (3πx)3π − 2 sin (5πx)5π + 12 + . . .

Zadanie 6.1.3
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

−1 dla x ∈ (−1, 0)

0 dla x ∈ [0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −1, an = 0, bn = 1−(−1)
n

πn ,

S(x) = 2 sin (πx)π + 2 sin (3πx)3π + 2 sin (5πx)5π − 12 + . . .
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Zadanie 6.1.4
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

2 dla x ∈ [−2, 0)

1 dla x ∈ [0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 3, an = 0, bn = (−1)
n−1
πn ,

S(x) = − 2 sin (
πx
2 )

π − 2 sin (
3πx
2 )

3π − 2 sin (
5πx
2 )

5π + 32 + . . .

Zadanie 6.1.5
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 3π

f(x) =

−2 dla x ∈
[
− 3π2 , 0

)
2 dla x ∈

[
0, 3π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 4(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) =
8 sin ( 2x3 )
π + 8 sin (2x)3π +

8 sin ( 10x3 )
5π + . . .
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Zadanie 6.1.6
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 3π

f(x) =

−1 dla x ∈
(
− 3π2 , 0

]
2 dla x ∈

(
0, 3π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1, an = 0, bn = 3(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) =
6 sin ( 2x3 )
π + 2 sin (2x)π +

6 sin ( 10x3 )
5π + 12 + . . .

Zadanie 6.1.7
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

2 dla x ∈
(
−π2 , 0

)
1 dla x ∈

[
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 3, an = 0, bn = (−1)
n−1
πn ,

S(x) = − 2 sin (2x)π − 2 sin (6x)3π − 2 sin (10x)5π + 32 + . . .
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Zadanie 6.1.8
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

1 dla x ∈ [−2, 0]

2 dla x ∈ (0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 3, an = 0, bn = 1−(−1)
n

πn ,

S(x) =
2 sin (πx2 )
π +

2 sin ( 3πx2 )
3π +

2 sin ( 5πx2 )
5π + 32 + . . .

Zadanie 6.1.9
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

1 dla x ∈ [−π, 0)

0 dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1, an = 0, bn = (−1)
n−1
πn ,

S(x) = − 2 sin (x)π − 2 sin (3x)3π − 2 sin (5x)5π + 12 + . . .
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Zadanie 6.1.10
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

−1 dla x ∈ (−1, 0)

1 dla x ∈ [0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 2(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) = 4 sin (πx)π + 4 sin (3πx)3π + 4 sin (5πx)5π + . . .

Zadanie 6.1.11
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

−2 dla x ∈
(
−π2 , 0

]
2x+ 1 dla x ∈

(
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −1 + π2 , an =
(−1)n−1
πn2 , bn =

−(−1)nπ−3(−1)n+3
πn ,

S(x) = (π+6) sin (2x)π − sin (4x)2 + (π+6) sin (6x)3π − 2 cos (2x)π − 2 cos (6x)9π − 12 +
π
4 + . . .
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Zadanie 6.1.12
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

−2x− 1 dla x ∈ [−1, 0]

2− x dla x ∈ (0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 32 , an =
(−1)n−1
π2n2 , bn =

3
πn ,

S(x) = 3 sin (πx)π + 3 sin (2πx)2π + sin (3πx)π − 2 cos (πx)π2 − 2 cos (3πx)9π2 + 34 + . . .

Zadanie 6.1.13
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

2x+ 1 dla x ∈
(
−π2 , 0

]
0 dla x ∈

(
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1− π2 , an =
1−(−1)n
πn2 , bn =

−(−1)nπ+(−1)n−1
πn ,

S(x) = (−2+π) sin (2x)π − sin (4x)2 + (−2+π) sin (6x)3π + 2 cos (2x)π + 2 cos (6x)9π − π4 +
1
2 + . . .
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Zadanie 6.1.14
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

1 dla x ∈ [−π, 0]

−1 dla x ∈ (0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 2((−1)
n−1)
πn ,

S(x) = − 4 sin (x)π − 4 sin (3x)3π − 4 sin (5x)5π + . . .

Zadanie 6.1.15
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

1− x dla x ∈ (−1, 0]

2 dla x ∈ (0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 72 , an =
(−1)n−1
π2n2 , bn =

1
πn ,

S(x) = sin (πx)π + sin (2πx)2π + sin (3πx)3π − 2 cos (πx)π2 − 2 cos (3πx)9π2 + 74 + . . .
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Zadanie 6.1.16
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

0 dla x ∈ [−π, 0)

2x dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = π, an = 2((−1)
n−1)

πn2 , bn = − 2(−1)
n

n ,

S(x) = 2 sin (x)− sin (2x) + 2 sin (3x)3 − 4 cos (x)π − 4 cos (3x)9π + π2 + . . .

Zadanie 6.1.17
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

−2 dla x ∈
[
−π2 , 0

)
2x+ 1 dla x ∈

[
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −1 + π2 , an =
(−1)n−1
πn2 , bn =

−(−1)nπ−3(−1)n+3
πn ,

S(x) = (π+6) sin (2x)π − sin (4x)2 + (π+6) sin (6x)3π − 2 cos (2x)π − 2 cos (6x)9π − 12 +
π
4 + . . .
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Zadanie 6.1.18
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

2x− 2 dla x ∈ (−1, 0)

1− x dla x ∈ [0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = − 52 , an =
3(1−(−1)n)
π2n2 , bn =

3−4(−1)n
πn ,

S(x) = 7 sin (πx)π − sin (2πx)2π + 7 sin (3πx)3π + 6 cos (πx)π2 + 2 cos (3πx)3π2 − 54 + . . .

Zadanie 6.1.19
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

0 dla x ∈ [−1, 0)

1 dla x ∈ [0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1, an = 0, bn = 1−(−1)
n

πn ,

S(x) = 2 sin (πx)π + 2 sin (3πx)3π + 2 sin (5πx)5π + 12 + . . .
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Zadanie 6.1.20
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

x+ 2 dla x ∈
[
−π2 , 0

]
2 dla x ∈

(
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 4− π4 , an =
1−(−1)n
2πn2 , bn = −

(−1)n
2n ,

S(x) = sin (2x)2 − sin (4x)4 + sin (6x)6 + cos (2x)π + cos (6x)9π − π8 + 2 + . . .

Zadanie 6.1.21
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

−1 dla x ∈ (−2, 0]

x+ 2 dla x ∈ (0, 2]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 2, an = 2((−1)
n−1)

π2n2 , bn =
3−5(−1)n
πn ,

S(x) =
8 sin (πx2 )
π − sin (πx)π +

8 sin ( 3πx2 )
3π − 4 cos (

πx
2 )

π2 − 4 cos (
3πx
2 )

9π2 + 1 + . . .
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Zadanie 6.1.22
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

−x dla x ∈ (−1, 0]

2x− 1 dla x ∈ (0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 12 , an =
3((−1)n−1)
π2n2 , bn = − 1πn ,

S(x) = − sin (πx)π − sin (2πx)2π − sin (3πx)3π − 6 cos (πx)π2 − 2 cos (3πx)3π2 + 14 + . . .

Zadanie 6.1.23
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

2x+ 1 dla x ∈ (−π, 0]

−1 dla x ∈ (0, π]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −π, an = 2(1−(−1)
n)

πn2 , bn =
2(−(−1)nπ+(−1)n−1)

πn ,

S(x) = 2(−2+π) sin (x)π − sin (2x) + 2(−2+π) sin (3x)3π + 4 cos (x)π + 4 cos (3x)9π − π2 + . . .
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Zadanie 6.1.24
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

1 dla x ∈ [−π, 0)

−x− 1 dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −π2 , an =
1−(−1)n
πn2 , bn =

2(−1)n+(−1)nπ−2
πn ,

S(x) = (−4−π) sin (x)π + sin (2x)2 + (−4−π) sin (3x)3π + 2 cos (x)π + 2 cos (3x)9π − π4 + . . .

Zadanie 6.1.25
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

−1 dla x ∈ [−1, 0]

1 dla x ∈ (0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 2(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) = 4 sin (πx)π + 4 sin (3πx)3π + 4 sin (5πx)5π + . . .
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Zadanie 6.1.26
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

−2 dla x ∈
(
−π2 , 0

)
2 dla x ∈

[
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 4(1−(−1)
n)

πn ,

S(x) = 8 sin (2x)π + 8 sin (6x)3π + 8 sin (10x)5π + . . .

Zadanie 6.1.27
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

2 dla x ∈ [−2, 0)

2x+ 2 dla x ∈ [0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 6, an = 4((−1)
n−1)

π2n2 , bn = − 4(−1)
n

πn ,

S(x) =
4 sin (πx2 )
π − 2 sin (πx)π +

4 sin ( 3πx2 )
3π − 8 cos (

πx
2 )

π2 − 8 cos (
3πx
2 )

9π2 + 3 + . . .
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Zadanie 6.1.28
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

−1 dla x ∈ [−2, 0]

−2x− 1 dla x ∈ (0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −4, an = 4(1−(−1)
n)

π2n2 , bn =
4(−1)n
πn ,

S(x) = − 4 sin (
πx
2 )

π + 2 sin (πx)π − 4 sin (
3πx
2 )

3π +
8 cos (πx2 )
π2 +

8 cos ( 3πx2 )
9π2 − 2 + . . .

Zadanie 6.1.29
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

2 dla x ∈ [−2, 0]

1 dla x ∈ (0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 3, an = 0, bn = (−1)
n−1
πn ,

S(x) = − 2 sin (
πx
2 )

π − 2 sin (
3πx
2 )

3π − 2 sin (
5πx
2 )

5π + 32 + . . .
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Zadanie 6.1.30
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

x− 2 dla x ∈ [−π, 0)

2x− 1 dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −3 + π2 , an =
(−1)n−1
πn2 , bn =

−3(−1)nπ−(−1)n+1
πn ,

S(x) = (2+3π) sin (x)π − 3 sin (2x)2 + (2+3π) sin (3x)3π − 2 cos (x)π − 2 cos (3x)9π − 32 +
π
4 + . . .

Zadanie 6.1.31
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

cos (x) dla x ∈ [−2, 0]

0 dla x ∈ (0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = sin (2)2 , an = −
2(−1)n sin (2)
π2n2−4 , bn =

πn((−1)n cos (2)−1)
π2n2−4 ,

S(x) =
π(−1−cos (2)) sin (πx2 )

−4+π2 + 2π(−1+cos (2)) sin (πx)−4+4π2 +
3π(−1−cos (2)) sin ( 3πx2 )

−4+9π2 +
2 sin (2) cos (πx2 )

−4+π2 − 2 sin (2) cos (πx)−4+4π2 +
2 sin (2) cos ( 3πx2 )

−4+9π2 + sin (2)4 + . . .
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Zadanie 6.1.32
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 3π

f(x) =

− sin (x) dla x ∈
(
− 3π2 , 0

]
− cos (x) dla x ∈

(
0, 3π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 4
3π , an =

6((−1)n+1−1)
π(4n2−9) , bn =

4n((−1)n+1−1)
π(4n2−9) ,

S(x) = − 16 sin (
4x
3 )

7π − 12 cos (
4x
3 )

7π + 2
3π + . . .

Zadanie 6.1.33
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

− cos (x) dla x ∈ (−1, 0]

−2 dla x ∈ (0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −2− sin (1), an = (−1)
n sin (1)

π2n2−1 , bn =
π2n2((−1)n+1 cos (1)+1)+2((−1)n−1)(π2n2−1)

πn(π2n2−1) ,

S(x) = (
−4π2+4+π2(cos (1)+1)) sin (πx)

π(−1+π2) + 2π(1−cos (1)) sin (2πx)−1+4π2 +(
−36π2+4+9π2(cos (1)+1)) sin (3πx)

3π(−1+9π2) − sin (1) cos (πx)−1+π2 +
sin (1) cos (2πx)
−1+4π2 − sin (1) cos (3πx)−1+9π2 − 1− sin (1)2 + . . .
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Zadanie 6.1.34
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

sin (x) dla x ∈ (−1, 0)

x2 dla x ∈ [0, 1]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = − 23 + cos (1), an =
2(−1)n(π2n2−1)+π2n2((−1)n+1 cos (1)+1)

π2n2(π2n2−1) , bn =
(−1)n+1π4n4 sin (1)+(−1)n+1π2n2(π2n2−1)+2((−1)n−1)(π2n2−1)

π3n3(π2n2−1) ,

S(x) = (−4π2+4+π4 sin (1)+π2(−1+π2)) sin (πx)
π3(−1+π2) + (−4π2(−1+4π2)−16π4 sin (1)) sin (2πx)

8π3(−1+4π2) +
(−36π2+4+81π4 sin (1)+9π2(−1+9π2)) sin (3πx)

27π3(−1+9π2) + (
−2π2+2+π2(cos (1)+1)) cos (πx)

π2(−1+π2) + (
−2+4π2(1−cos (1))+8π2) cos (2πx)

4π2(−1+4π2) +
(−18π2+2+9π2(cos (1)+1)) cos (3πx)

9π2(−1+9π2) − 13 +
cos (1)
2 + . . .

Zadanie 6.1.35
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

2x dla x ∈
[
−π2 , 0

)
− cos (x) dla x ∈

[
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 =
2
(
−π24 −1

)
π , an =

2(−2(−1)nn2+(−1)n+4n2−1)
π(8n4−2n2) , bn =

(−1)n+1π(4n2−1)−4n2
πn(4n2−1) ,

S(x) = (−4+3π) sin (2x)3π + (−15π−16) sin (4x)30π + (−36+35π) sin (6x)105π + 4 cos (2x)3π + 2 cos (4x)15π + 52 cos (6x)315π + −
π2
4 −1
π + . . .
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Zadanie 6.1.36
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

2x− 2 dla x ∈
[
−π2 , 0

]
−x− 1 dla x ∈

(
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −3− 3π4 , an =
3(1−(−1)n)
2πn2 , bn =

−(−1)nπ−2(−1)n+2
2πn ,

S(x) = (π+4) sin (2x)2π − sin (4x)4 + (π+4) sin (6x)6π + 3 cos (2x)π + cos (6x)3π − 32 −
3π
8 + . . .

Zadanie 6.1.37
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2

f(x) =

0 dla x ∈ [−1, 0)

sin (x) dla x ∈ [0, 1)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1− cos (1), an = (−1)
n cos (1)−1
π2n2−1 , bn =

(−1)n+1πn sin (1)
π2n2−1 ,

S(x) = π sin (1) sin (πx)
−1+π2 − 2π sin (1) sin (2πx)−1+4π2 + 3π sin (1) sin (3πx)−1+9π2 + (−1−cos (1)) cos (πx)−1+π2 + (−1+cos (1)) cos (2πx)−1+4π2 +

(−1−cos (1)) cos (3πx)
−1+9π2 − cos (1)2 + 12 + . . .
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Zadanie 6.1.38
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

cos (x) dla x ∈
[
−π2 , 0

)
2 dla x ∈

[
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 2(1+π)π , an =
2(−1)n+1
π(4n2−1) , bn =

2(−2n2+(1−(−1)n)(4n2−1))
πn(4n2−1) ,

S(x) = 8 sin (2x)3π − 8 sin (4x)15π + 104 sin (6x)105π + 2 cos (2x)3π − 2 cos (4x)15π + 2 cos (6x)35π + 1+ππ + . . .

Zadanie 6.1.39
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

− sin (x) dla x ∈
[
−π2 , 0

)
2x dla x ∈

[
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 =
2
(
1+π

2
4

)
π , an =

2

(
−n2+

((−1)n−1)(4n2−1)
2

)
πn2(4n2−1) , bn =

(−1)n(4n2−π(4n2−1))
πn(4n2−1) ,

S(x) = − (4−3π) sin (2x)3π + (16−15π) sin (4x)30π − (36−35π) sin (6x)105π − 8 cos (2x)3π − 2 cos (4x)15π − 88 cos (6x)315π + 1+
π2
4
π + . . .
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Zadanie 6.1.40
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

−x2 dla x ∈
(
−π2 , 0

]
2 dla x ∈

(
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 =
2
(
π−π324

)
π , an = − (−1)

n

2n2 , bn =
2(−1)n+n2(−(−1)nπ2−8(−1)n+8)−2

4πn3 ,

S(x) = (
π2+12) sin (2x)

4π − π sin (4x)8 + (
9π2+140) sin (6x)

108π + cos (2x)2 − cos (4x)8 + cos (6x)18 + π−
π3
24
π + . . .

Zadanie 6.1.41
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 3π

f(x) =

− sin (x) dla x ∈
(
− 3π2 , 0

)
− sin (x) dla x ∈

[
0, 3π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = − 8(−1)
nn

π(4n2−9) ,

S(x) = − 8 sin (
2x
3 )

5π − 16 sin (
4x
3 )

7π + 8 sin (2x)9π − 32 sin (
8x
3 )

55π +
40 sin ( 10x3 )
91π + . . .
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Zadanie 6.1.42
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

0 dla x ∈
(
−π2 , 0

)
−x2 dla x ∈

[
0, π2

]
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = −π
2

12 , an = −
(−1)n
2n2 , bn =

(−1)nπ2n2−2(−1)n+2
4πn3 ,

S(x) = (
4−π2) sin (2x)

4π + π sin (4x)8 + (
4−9π2) sin (6x)

108π + cos (2x)2 − cos (4x)8 + cos (6x)18 − π
2

24 + . . .

Zadanie 6.1.43
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

−x2 dla x ∈ [−2, 0)

−1 dla x ∈ [0, 2)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = − 73 , an = −
8(−1)n
π2n2 , bn =

8(−1)n−π2n2(3(−1)n+1)−8
π3n3 ,

S(x) = (
−16+2π2) sin (πx2 )

π3 − 2 sin (πx)π + (
−16+18π2) sin ( 3πx2 )

27π3 +
8 cos (πx2 )
π2 − 2 cos (πx)π2 +

8 cos ( 3πx2 )
9π2 − 76 + . . .
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Zadanie 6.1.44
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 3π

f(x) =

−x2 dla x ∈
[
− 3π2 , 0

)
− sin (x) dla x ∈

[
0, 3π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 =
2
(
− 9π38 −1

)
3π , an =

3(−3(−1)nπ(4n2−9)+4n2)
2πn2(4n2−9) , bn =

−16(−1)nn4+9(−1)nπ2n2(9−4n2)+18((−1)n−1)(4n2−9)
4πn3(4n2−9) ,

S(x) = − (196−45π
2) sin ( 2x3 )
20π + (

−252π2−256) sin ( 4x3 )
224π + (

324+2187π2) sin (2x)
2916π − 3(4−15π) cos ( 2x3 )

10π +
3(16−21π) cos ( 4x3 )

56π + (36+81π) cos (2x)162π + −
9π3
8 −1
3π + . . .

Zadanie 6.1.45
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

1− x dla x ∈ (−2, 0]

−1 dla x ∈ (0, 2]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 1, an = 2((−1)
n−1)

π2n2 , bn =
2(2(−1)n−1)

πn ,

S(x) = − 6 sin (
πx
2 )

π + sin (πx)π − 2 sin (
3πx
2 )

π − 4 cos (
πx
2 )

π2 − 4 cos (
3πx
2 )

9π2 + 12 + . . .
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Zadanie 6.1.46
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

− sin (x) dla x ∈ (−2, 0]

− sin (x) dla x ∈ (0, 2]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 0, an = 0, bn = 2(−1)
nπn sin (2)
π2n2−4 ,

S(x) = − 2π sin (2) sin (
πx
2 )

−4+π2 + 4π sin (2) sin (πx)−4+4π2 − 6π sin (2) sin (
3πx
2 )

−4+9π2 + 8π sin (2) sin (2πx)−4+16π2 − 10π sin (2) sin (
5πx
2 )

−4+25π2 + . . .

Zadanie 6.1.47
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

2 dla x ∈ [−π, 0)

2x dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 2 + π, an = 2((−1)
n−1)

πn2 , bn =
2(−(−1)nπ+(−1)n−1)

πn ,

S(x) = 2(−2+π) sin (x)π − sin (2x) + 2(−2+π) sin (3x)3π − 4 cos (x)π − 4 cos (3x)9π + 1 + π2 + . . .
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Zadanie 6.1.48
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 4

f(x) =

− cos (x) dla x ∈ (−2, 0)

− cos (x) dla x ∈ [0, 2]

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = − sin (2), an = 4(−1)
n sin (2)

π2n2−4 , bn = 0,

S(x) = − 4 sin (2) cos (
πx
2 )

−4+π2 + 4 sin (2) cos (πx)−4+4π2 − 4 sin (2) cos (
3πx
2 )

−4+9π2 + 4 sin (2) cos (2πx)−4+16π2 − 4 sin (2) cos (
5πx
2 )

−4+25π2 − sin (2)2 + . . .

Zadanie 6.1.49
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = 2π

f(x) =

sin (x) dla x ∈ [−π, 0)

− cos (x) dla x ∈ [0, π)

Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = − 2π , an =


(−1)n+1
n2−1 for n > 1

−π2 otherwise
π , bn =


n((−1)n+1−1)

n2−1 for n > 1
π
2 otherwise

π ,

S(x) = sin (x)2 − 4 sin (2x)3π − cos (x)2 + 2 cos (2x)3π − 1π + . . .
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Zadanie 6.1.50
Rozwinąć w szereg Fouriera funkcję o okresie zasadniczym 2T = π

f(x) =

− sin (x) dla x ∈
[
−π2 , 0

)
cos (x) dla x ∈

[
0, π2

)
Naszkicować wykres funkcji, do której zbieżny jest uzyskany szereg.

Rozwiązanie: a0 = 4π , an =
2((−1)n+1−1)
π(4n2−1) , bn =

4n((−1)n+1)
π(4n2−1) ,

S(x) = 16 sin (4x)15π − 4 cos (4x)15π + 2π + . . .

7 Funkcje dwóch zmiennych

7.1 Płaszczyzna styczna

Zadanie 7.1.1
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = 3x+
x

y
− 2y − 4

y
+
5y
x
− 4
x

w punkcie P = (−4,−1, f(−4,−1)).

Rozwiązanie: z = 41x16 +
19y
4 +

61
4

Zadanie 7.1.2
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =

√
4x2 − 4y2 + 16
2x+ 4y

w punkcie P = (−4,−2, f(−4,−2)).

Rozwiązanie: z = x
16 −

3y
16 −

5
8

Zadanie 7.1.3
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =

√
3x2 − 3y2
3x+ 3y

w punkcie P = (−2, 1, f(−2, 1)).

Rozwiązanie: z = −x3 −
2y
3 − 1
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Zadanie 7.1.4
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = (−4x+ 2y) ex
2−2x−4y2+3y+1

w punkcie P = (0, 1, f(0, 1)).

Rozwiązanie: z = −8x− 8y + 10

Zadanie 7.1.5
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = −4x+ 4x
y
− 3y + 5

y

w punkcie P = (1, 5, f(1, 5)).

Rozwiązanie: z = − 16x5 −
84y
25 +

14
5

Zadanie 7.1.6
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = −4x2y + 4x2 + 2xy3 + 4y2

w punkcie P = (−1, 0, f(−1, 0)).

Rozwiązanie: z = −8x− 4y − 4

Zadanie 7.1.7
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = 3x3y − 2x2y + x2 − 2xy3 − 3y2

w punkcie P = (1, 0, f(1, 0)).

Rozwiązanie: z = 2x+ y − 1

Zadanie 7.1.8
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =

√
−2x2 − 5y2 + 16
5x+ y

w punkcie P = (−1, 1, f(−1, 1)).

Rozwiązanie: z = − 53x48 +
11y
48 −

25
12

Zadanie 7.1.9
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = xe−2x
2−4x−y−4

w punkcie P = (−1,−2, f(−1,−2)).

Rozwiązanie: z = x+ y + 2
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Zadanie 7.1.10
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =
√
x2 − y2 + 4

w punkcie P = (−4,−2, f(−4,−2)).

Rozwiązanie: z = −x+ y2 + 1

Zadanie 7.1.11
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =

√
2x2 − 3y2 + 25
2x+ 4y

w punkcie P = (4, 4, f(4, 4)).

Rozwiązanie: z = 29x288 −
3y
16 +

17
36

Zadanie 7.1.12
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) =
√
x2 − y2 + 4

w punkcie P = (2, 2, f(2, 2)).

Rozwiązanie: z = x− y + 2

Zadanie 7.1.13
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = (x+ 4y) e−4x
2−2x−2y2−2y+2

w punkcie P = (−1, 0, f(−1, 0)).

Rozwiązanie: z = −5x+ 6y − 6

Zadanie 7.1.14
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = −4x3y + x2y − 2x2 − 4xy3 − 4y2

w punkcie P = (0,−1, f(0,−1)).

Rozwiązanie: z = 4x+ 8y + 4

Zadanie 7.1.15
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = −x− 3x
y
+ 2y − 4

y
− 3y
x
+
1
x

w punkcie P = (2,−2, f(2,−2)).

Rozwiązanie: z = − 5x4 + 3y + 11
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Zadanie 7.1.16
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = 2 (x+ 2)2 (y − 2)2 + (4x− 8) (y − 1)

w punkcie P = (1, 2, f(1, 2)).

Rozwiązanie: z = 4x− 4y

Zadanie 7.1.17
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = (x− 3) (y − 4)

w punkcie P = (1, 5, f(1, 5)).

Rozwiązanie: z = x− 2y + 7

Zadanie 7.1.18
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = (−2x− 4y) e−3x
2+5x−y2+2y−3

w punkcie P = (1, 1, f(1, 1)).

Rozwiązanie: z = 4x− 4y − 6

Zadanie 7.1.19
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = 2xex
2+4x+3y2−3y+3

w punkcie P = (−1, 0, f(−1, 0)).

Rozwiązanie: z = −2x+ 6y − 4

Zadanie 7.1.20
Wyznaczyć płaszczyznę styczną do powierzchni

f(x, y) = (x− 5)2 (y − 5)2 + (x− 1) (y − 4)

w punkcie P = (5,−2, f(5,−2)).

Rozwiązanie: z = −6x+ 4y + 14
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7.2 Całki podwójne po obszarze trójkątnym

Zadanie 7.2.1
Obliczyć

∫∫
D

(
x+ 3y2 + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 4), B = (0, 0), C = (1, 0)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3

x

1

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 4 4x
x = 0
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(1, 0)

1012345
y

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 1 y

4
y = 0
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(1, 0)

Względem Ox :
1∫
0

(4−4x∫
0

(
x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx = . . . =

1∫
0

(
8x2 − 24x+ 16

)
dx = . . . = 203

Względem Oy :
4∫
0

(
1− y4∫
0

(
x+ 3y2 + 1

)
dx

)
dy = . . . =

4∫
0

(
− 11y

2

32 + y +
3
2

)
dy = . . . = 203

Zadanie 7.2.2
Obliczyć

∫∫
D

(x+ y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (4, 3), B = (0, 0), C = (0, 1)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
4

y = x
2 + 1

x = 0
A=(4, 3)
B=(0, 0)
C=(0, 1)

101234
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y
3

x = 0
x = 2y 2
A=(4, 3)
B=(0, 0)
C=(0, 1)

Względem Ox :
4∫
0

(
x
2+1∫
3x
4

(x+ y) dy

)
dx = . . . =

4∫
0

(
− 13x

2

32 +
3x
2 +

1
2

)
dx = . . . = 163

Względem Oy :
1∫
0

( 4y
3∫
0
(x+ y) dx

)
dy +

3∫
1

( 4y
3∫

2y−2
(x+ y) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
20y2

9

)
dy +

3∫
1

(
− 16y

2

9 + 6y − 2
)
dy = . . . = 163
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Zadanie 7.2.3
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 +

3y
2 − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−3,−2), B = (0, 0), C = (2, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

4

3

2

1

0

1

2

y
Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x
5

4
5

y = 2x
3

y = 0
A=(-3, -2)
B=(0, 0)
C=(2, 0)

4321012
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 5y
2 + 2

x = 3y
2

y = 0
A=(-3, -2)
B=(0, 0)
C=(2, 0)

Względem Ox :
0∫
−3

( 2x
3∫

2x
5 −

4
5

(
x
2 +

3y
2 − 1

)
dy

)
dx +

2∫
0

(
0∫

2x
5 −

4
5

(
x
2 +

3y
2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−3

(
26x2

75 +
46x
75 −

32
25

)
dx+

2∫
0

(
− 8x

2

25 +
32x
25 −

32
25

)
dx = . . . = − 133

Względem Oy :
0∫
−2

 5y
2 +2∫
3y
2

(
x
2 +

3y
2 − 1

)
dx

 dy = . . . = 0∫
−2

(
5y2

2 +
9y
2 − 1

)
dy = . . . = − 133

Zadanie 7.2.4
Obliczyć

∫∫
D

(−2x− y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (0, 1), C = (−3, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1

x

2

1

0

1

2

3

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
3 + 1

y = 0
x = 0
A=(0, 0)
B=(0, 1)
C=(-3, 0)

210123
y

4

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y 3
x = 0
y = 0
A=(0, 0)
B=(0, 1)
C=(-3, 0)

Względem Ox :
0∫
−3

(
x
3+1∫
0
(−2x− y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−3

(
− 13x

2

18 −
7x
3 −

1
2

)
dx = . . . = 52

Względem Oy :
1∫
0

(
0∫

3y−3
(−2x− y) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
12y2 − 21y + 9

)
dy = . . . = 52
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Zadanie 7.2.5
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + 2y − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 2), B = (3,−1), C = (0, 3)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4

x

2

1

0

1

2

3

4
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2 x

y = 3 4x
3

x = 0
A=(0, 2)
B=(3, -1)
C=(0, 3)

2101234
y

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 9
4

3y
4

x = 2 y
x = 0
A=(0, 2)
B=(3, -1)
C=(0, 3)

Względem Ox :
3∫
0

(
3− 4x3∫
2−x

(
x
2 + 2y − 1

)
dy

)
dx = . . . =

3∫
0

(
11x2

18 −
19x
6 + 4

)
dx = . . . = 134

Względem Oy :
2∫
−1

( 9
4−

3y
4∫

2−y

(
x
2 + 2y − 1

)
dx

)
dy +

3∫
2

( 9
4−

3y
4∫

0

(
x
2 + 2y − 1

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
−1

(
25y2

64 +
13y
32 +

1
64

)
dy +

3∫
2

(
− 87y

2

64 +
141y
32 −

63
64

)
dy = . . . = 134

Zadanie 7.2.6
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + y + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (4, 0), B = (0,−1), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

3

2

1

0

1

2

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
4 1

y = 0
x = 0
A=(4, 0)
B=(0, -1)
C=(0, 0)

321012
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y + 4
x = 0
y = 0
A=(4, 0)
B=(0, -1)
C=(0, 0)

Względem Ox :
4∫
0

(
0∫

x
4−1

(
x
2 + y + 1

)
dy

)
dx = . . . =

4∫
0

(
− 5x

2

32 +
x
2 +

1
2

)
dx = . . . = 83

Względem Oy :
0∫
−1

(
4y+4∫
0

(
x
2 + y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
8y2 + 16y + 8

)
dy = . . . = 83
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Zadanie 7.2.7
Obliczyć

∫∫
D

(
x+ y2

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (4, 3), B = (−1, 3), C = (0, 2)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

5

6
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3
y = 2 x
y = x

4 + 2
A=(4, 3)
B=(-1, 3)
C=(0, 2)

10123456
y

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y 8
x = 2 y
y = 3
A=(4, 3)
B=(-1, 3)
C=(0, 2)

Względem Ox :
0∫
−1

(
3∫
2−x

(
x+ y2

)
dy

)
dx +

4∫
0

(
3∫

x
4+2

(
x+ y2

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
3x2

4 + 2x+
5
4

)
dx +

4∫
0

(
− 17x

2

64 +
3x
4 +

5
4

)
dx = . . . = 356

Względem Oy :
3∫
2

(
4y−8∫
2−y

(
x+ y2

)
dx

)
dy = . . . =

3∫
2

(
10y2 − 35y + 30

)
dy = . . . = 356

Zadanie 7.2.8
Obliczyć

∫∫
D

(0) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 2), B = (0, 0), C = (4, 0)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

2

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 2 x

2
x = 0
A=(0, 2)
B=(0, 0)
C=(4, 0)

2101234
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 4 2y
y = 0
A=(0, 2)
B=(0, 0)
C=(4, 0)

Względem Ox :
4∫
0

(
2− x2∫
0
(0) dy

)
dx = . . . =

4∫
0
(0) dx = . . . = 0

Względem Oy :
2∫
0

(
4−2y∫
0
(0) dx

)
dy = . . . =

2∫
0
(0) dy = . . . = 0
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Zadanie 7.2.9
Obliczyć

∫∫
D

(
−x+ 3y2 + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (2, 1), C = (−2, 0)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3

x

2

1

0

1

2

3

y
Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
4 + 1

2
y = 0
y = x

2
A=(0, 0)
B=(2, 1)
C=(-2, 0)

210123
y

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y 2
x = 2y
y = 0
A=(0, 0)
B=(2, 1)
C=(-2, 0)

Względem Ox :
0∫
−2

(
x
4+

1
2∫

0

(
−x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx +

2∫
0

(
x
4+

1
2∫

x
2

(
−x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
− 13x

2

64 −
x
16 +

11
16

)
dx+

2∫
0

(
7x2

64 −
9x
16 +

11
16

)
dx = . . . = 32

Względem Oy :
1∫
0

(
2y∫
4y−2

(
−x+ 3y2 + 1

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
3y2 − 7y + 4

)
dy = . . . = 32

Zadanie 7.2.10
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + y

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−2, 2), B = (−1, 0), C = (4,−1)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3 4 5

x

3

2

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 1 x
2

y = 2x 2
y = x

5
1
5

A=(-2, 2)
B=(-1, 0)
C=(4, -1)

32101234
y

3

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2 2y
x = 5y 1
x = y

2 1
A=(-2, 2)
B=(-1, 0)
C=(4, -1)

Względem Ox :
−1∫
−2

(
1− x2∫
−2x−2

(
x
2 + y

)
dy

)
dx+

4∫
−1

(
1− x2∫
− x5−

1
5

(
x
2 + y

)
dy

)
dx = . . . =

−1∫
−2

(
− 9x

2

8 − 3x−
3
2

)
dx+

4∫
−1

(
− 9x

2

200 +
3x
50 +

12
25

)
dx = . . . = 94

Względem Oy :
0∫
−1

(
2−2y∫
−5y−1

(
x
2 + y

)
dx

)
dy +

2∫
0

(
2−2y∫
− y2−1

(
x
2 + y

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
− 9y

2

4 −
3y
2 +

3
4

)
dy +

2∫
0

(
− 9y

2

16 +
3y
4 +

3
4

)
dy = . . . = 94
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Zadanie 7.2.11
Obliczyć

∫∫
D

(−3x− 3y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−3,−2), B = (−2, 0), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1

x

3

2

1

0

1

y
Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x
3

y = 2x + 4
y = 0
A=(-3, -2)
B=(-2, 0)
C=(0, 0)

32101
y

4

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y
2

x = y
2 2

y = 0
A=(-3, -2)
B=(-2, 0)
C=(0, 0)

Względem Ox :
−2∫
−3

(
2x+4∫
2x
3

(−3x− 3y) dy

)
dx +

0∫
−2

(
0∫
2x
3

(−3x− 3y) dy

)
dx = . . . =

−2∫
−3

(
− 28x

2

3 − 36x− 24
)
dx+

0∫
−2

(
8x2

3

)
dx = . . . = 14

Względem Oy :
0∫
−2

( 3y
2∫

y
2−2
(−3x− 3y) dx

)
dy = . . . =

0∫
−2

(
−6y2 − 9y + 6

)
dy = . . . = 14

Zadanie 7.2.12
Obliczyć

∫∫
D

(x+ y − 1) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0,−1), B = (3, 0), C = (−2, 0)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3 4

x

4

3

2

1

0

1

2

3

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = x

2 1
y = x

3 1
A=(0, -1)
B=(3, 0)
C=(-2, 0)

43210123
y

3

2

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y + 3
x = 2y 2
y = 0
A=(0, -1)
B=(3, 0)
C=(-2, 0)

Względem Ox :
0∫
−2

(
0∫

− x2−1
(x+ y − 1) dy

)
dx +

3∫
0

(
0∫

x
3−1
(x+ y − 1) dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
3x2

8 −
3
2

)
dx +

3∫
0

(
− 7x

2

18 +
5x
3 −

3
2

)
dx = . . . = − 52

Względem Oy :
0∫
−1

(
3y+3∫
−2y−2

(x+ y − 1) dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
15y2

2 + 5y −
5
2

)
dy = . . . = − 52
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Zadanie 7.2.13
Obliczyć

∫∫
D

(−3x+ 3y + 2) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (2, 0), B = (−2, 1), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3

x

2

1

0

1

2

3

y
Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 1
2

x
4

y = x
2

y = 0
A=(2, 0)
B=(-2, 1)
C=(0, 0)

210123
y

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2y
x = 2 4y
y = 0
A=(2, 0)
B=(-2, 1)
C=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−2

( 1
2−

x
4∫

− x2

(−3x+ 3y + 2) dy

)
dx +

2∫
0

( 1
2−

x
4∫

0
(−3x+ 3y + 2) dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
− 33x

2

32 −
11x
8 +

11
8

)
dx+

2∫
0

(
27x2

32 −
19x
8 +

11
8

)
dx = . . . = 3

Względem Oy :
1∫
0

(
2−4y∫
−2y
(−3x+ 3y + 2) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
−24y2 + 26y − 2

)
dy = . . . = 3

Zadanie 7.2.14
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − y + 2

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (2, 4), B = (0, 2), C = (0,−2)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3 4 5

x

3

2

1

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x 2
y = x + 2
x = 0
A=(2, 4)
B=(0, 2)
C=(0, -2)

321012345
y

3

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
3 + 2

3
x = 0
x = y 2
A=(2, 4)
B=(0, 2)
C=(0, -2)

Względem Ox :
2∫
0

(
x+2∫
3x−2

(
3x
2 − y + 2

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
x2 − 6x+ 8

)
dx = . . . = 203

Względem Oy :
2∫
−2

( y
3+

2
3∫

0

(
3x
2 − y + 2

)
dx

)
dy +

4∫
2

( y
3+

2
3∫

y−2

(
3x
2 − y + 2

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
−2

(
−y

2

4 +
y
3 +

5
3

)
dy +

4∫
2

(
8
3 −

2y
3

)
dy = . . . = 203
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Zadanie 7.2.15
Obliczyć

∫∫
D

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (2, 0), B = (0, 4), C = (0, 2)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3 4

x

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2 x
y = 4 2x
x = 0
A=(2, 0)
B=(0, 4)
C=(0, 2)

1012345
y

2

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2 y
2

x = 2 y
x = 0
A=(2, 0)
B=(0, 4)
C=(0, 2)

Względem Ox :
2∫
0

(
4−2x∫
2−x

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
17x2

4 − 14x+ 11
)
dx = . . . = 163

Względem Oy :
2∫
0

(
2− y2∫
2−y

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx

)
dy +

4∫
2

(
2− y2∫
0

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
0

(
3y2

2 −
3y
2

)
dy +

4∫
2

(
−y2 + 9y2 − 2

)
dy = . . . = 163

Zadanie 7.2.16
Obliczyć

∫∫
D

(
−3x+ y2 − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (3, 0), C = (0, 1)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4

x

2

1

0

1

2

3

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 1 x

3
x = 0
A=(0, 0)
B=(3, 0)
C=(0, 1)

210123
y

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 3 3y
y = 0
A=(0, 0)
B=(3, 0)
C=(0, 1)

Względem Ox :
3∫
0

(
1− x3∫
0

(
−3x+ y2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

3∫
0

(
37x2

36 −
17x
6 −

3
4

)
dx = . . . = − 234

Względem Oy :
1∫
0

(
3−3y∫
0

(
−3x+ y2 − 1

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
−15y2 + 63y2 −

33
2

)
dy = . . . = − 234

104 12 września 2024, 14:32



7.2 Całki podwójne po obszarze trójkątnym 7 FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH

Zadanie 7.2.17
Obliczyć

∫∫
D

(2y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−2,−1), B = (2, 2), C = (0,−1)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2 3

x

2

1

0

1

2

3

y
Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
4 + 1

2
y = 1
y = 3x

2 1
A=(-2, -1)
B=(2, 2)
C=(0, -1)

210123
y

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y
3

2
3

x = 2y
3 + 2

3
y = 1
A=(-2, -1)
B=(2, 2)
C=(0, -1)

Względem Ox :
0∫
−2

( 3x
4 +

1
2∫

−1
(2y) dy

)
dx +

2∫
0

( 3x
4 +

1
2∫

3x
2 −1
(2y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
9x2

16 +
3x
4 −

3
4

)
dx +

2∫
0

(
− 27x

2

16 +
15x
4 −

3
4

)
dx = . . . = 0

Względem Oy :
2∫
−1

 2y
3 +

2
3∫

4y
3 −

2
3

(2y) dx

 dy = . . . = 2∫
−1

(
− 4y

2

3 +
8y
3

)
dy = . . . = 0

Zadanie 7.2.18
Obliczyć

∫∫
D

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−1,−1), B = (−2, 0), C = (0,−3)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1

x

4

3

2

1

0

1

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
2 3

y = x 2
y = 2x 3
A=(-1, -1)
B=(-2, 0)
C=(0, -3)

432101
y

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2y
3 2

x = y
2

3
2

x = y 2
A=(-1, -1)
B=(-2, 0)
C=(0, -3)

Względem Ox :
−1∫
−2

(
−x−2∫
− 3x2 −3

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx +

0∫
−1

(
−2x−3∫
− 3x2 −3

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dy

)
dx = . . . =

−1∫
−2

(
− 31x

2

16 −
21x
4 −

11
4

)
dx+

0∫
−1

(
37x2

16 +
7x
4

)
dx = . . . = 12

Względem Oy :
−1∫
−3

− y2− 32∫
− 2y3 −2

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx

 dy + 0∫
−1

 −y−2∫
− 2y3 −2

(
−2x+ 3y2 + 1

)
dx

 dy = . . . =

−1∫
−3

(
4y2

9 +
25y
12 +

9
4

)
dy +

0∫
−1

(
− 19y

2

18 −
5y
3

)
dy = . . . = 12
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Zadanie 7.2.19
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 + y − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (2, 0), B = (−3, 3), C = (−2, 3)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

2

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 6
5

3x
5

y = 3
y = 3

2
3x
4

A=(2, 0)
B=(-3, 3)
C=(-2, 3)

21012345
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2 4y
3

x = 2 5y
3

y = 3
A=(2, 0)
B=(-3, 3)
C=(-2, 3)

Względem Ox :
−2∫
−3

(
3∫

6
5−

3x
5

(
3x
2 + y − 1

)
dy

)
dx +

2∫
−2

( 3
2−

3x
4∫

6
5−

3x
5

(
3x
2 + y − 1

)
dy

)
dx = . . . =

−2∫
−3

(
18x2

25 +
141x
50 +

99
50

)
dx+

2∫
−2

(
− 99x

2

800 +
39x
200 +

21
200

)
dx = . . . = − 34

Względem Oy :
3∫
0

2− 4y3∫
2− 5y3

(
3x
2 + y − 1

)
dx

 dy = . . . = 3∫
0

(
− 5y

2

12 +
2y
3

)
dy = . . . = − 34

Zadanie 7.2.20
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − y + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (1,−3), C = (−1,−3)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2

x

4

3

2

1

0

1

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3
y = 3x
y = 3x
A=(0, 0)
B=(1, -3)
C=(-1, -3)

432101
y

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
3

x = y
3

y = 3
A=(0, 0)
B=(1, -3)
C=(-1, -3)

Względem Ox :
0∫
−1

(
3x∫
−3

(
3x
2 − y + 1

)
dy

)
dx +

1∫
0

(
−3x∫
−3

(
3x
2 − y + 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
15x
2 +

15
2

)
dx +

1∫
0

(
−9x2 + 3x2 +

15
2

)
dx = . . . = 9

Względem Oy :
0∫
−3

(
− y3∫
y
3

(
3x
2 − y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−3

(
2y2

3 −
2y
3

)
dy = . . . = 9
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Zadanie 7.2.21
Obliczyć

∫∫
D

(2x+ 3y + 2) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−1,−1), B = (0, 3), C = (0,−2)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

3

2

1

0

1

2

3

4
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 4x + 3
y = x 2
x = 0
A=(-1, -1)
B=(0, 3)
C=(0, -2)

32101234
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = y 2
x = y

4
3
4

A=(-1, -1)
B=(0, 3)
C=(0, -2)

Względem Ox :
0∫
−1

(
4x+3∫
−x−2

(2x+ 3y + 2) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
65x2

2 + 50x+
35
2

)
dx = . . . = 103

Względem Oy :
−1∫
−2

(
0∫

−y−2
(2x+ 3y + 2) dx

)
dy+

3∫
−1

(
0∫

y
4−

3
4

(2x+ 3y + 2) dx

)
dy = . . . =

−1∫
−2

(
2y2 + 4y

)
dy+

3∫
−1

(
− 13y

2

16 +
17y
8 +

15
16

)
dy = . . . = 103

Zadanie 7.2.22
Obliczyć

∫∫
D

(
2x+ y2 + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (3, 3), B = (3, 0), C = (2, 0)

Rozwiązanie:
0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x 6
y = 0
x = 3
A=(3, 3)
B=(3, 0)
C=(2, 0)

101234
y

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
3 + 2

x = 3
y = 0
A=(3, 3)
B=(3, 0)
C=(2, 0)

Względem Ox :
3∫
2

(3x−6∫
0

(
2x+ y2 + 1

)
dy

)
dx = . . . =

3∫
2

(
33x2

4 − 18x+ 3
)
dx = . . . = 414

Względem Oy :
3∫
0

(
3∫

y
3+2

(
2x+ y2 + 1

)
dx

)
dy = . . . =

3∫
0

(
− 5y

2

18 −
7y
6 + 6

)
dy = . . . = 414
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Zadanie 7.2.23
Obliczyć

∫∫
D

(
−x+ y2 − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (4, 4), B = (1, 0), C = (0,−2)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3 4 5 6

x

3

2

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
2 2

y = 2x 2
y = 4x

3
4
3

A=(4, 4)
B=(1, 0)
C=(0, -2)

321012345
y

2

1

0

1

2

3

4

5

6

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2y
3 + 4

3

x = y
2 + 1

x = 3y
4 + 1

A=(4, 4)
B=(1, 0)
C=(0, -2)

Względem Ox :
1∫
0

(
2x−2∫
3x
2 −2

(
−x+ y2 − 1

)
dy

)
dx+

4∫
1

( 4x
3 −

4
3∫

3x
2 −2

(
−x+ y2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

1∫
0

(
−x

2

16 − x
)
dx+

4∫
1

(
7x2

144 +
x
9 −

11
9

)
dx = . . . = − 73

Względem Oy :
0∫
−2

( 2y
3 +

4
3∫

y
2+1

(
−x+ y2 − 1

)
dx

)
dy +

4∫
0

 2y
3 +

4
3∫

3y
4 +1

(
−x+ y2 − 1

)
dx

 dy = . . . =

0∫
−2

(
−y

2

72 −
7y
18 −

13
18

)
dy +

4∫
0

(
5y2

288 +
y
9 −

13
18

)
dy = . . . = − 73

Zadanie 7.2.24
Obliczyć

∫∫
D

(2x− 2y − 1) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (−1,−1), C = (−1, 0)

Rozwiązanie:
2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
y = 0
x = 1
A=(0, 0)
B=(-1, -1)
C=(-1, 0)

2.01.51.00.50.00.51.0
y

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
x = 1
y = 0
A=(0, 0)
B=(-1, -1)
C=(-1, 0)

Względem Ox :
0∫
−1

( 0∫
x

(2x− 2y − 1) dy
)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−x2 + x

)
dx = . . . = − 56

Względem Oy :
0∫
−1

(
y∫
−1
(2x− 2y − 1) dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
−y2 − 3y − 2

)
dy = . . . = − 56
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Zadanie 7.2.25
Obliczyć

∫∫
D

(−3x+ 2y + 2) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0,−3), B = (−1, 0), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2

x

4

3

2

1

0

1
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 3x 3
x = 0
A=(0, -3)
B=(-1, 0)
C=(0, 0)

432101
y

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = y

3 1
y = 0
A=(0, -3)
B=(-1, 0)
C=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−1

(
0∫

−3x−3
(−3x+ 2y + 2) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−18x2 − 21x− 3

)
dx = . . . = 32

Względem Oy :
0∫
−3

(
0∫

− y3−1
(−3x+ 2y + 2) dx

)
dy = . . . =

0∫
−3

(
5y2

6 +
11y
3 +

7
2

)
dy = . . . = 32

Zadanie 7.2.26
Obliczyć

∫∫
D

(2x+ 3y + 2) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−1, 4), B = (0, 0), C = (0,−2)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

3

2

1

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 4x
y = 6x 2
x = 0
A=(-1, 4)
B=(0, 0)
C=(0, -2)

321012345
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
6

1
3

x = 0
x = y

4
A=(-1, 4)
B=(0, 0)
C=(0, -2)

Względem Ox :
0∫
−1

(
−4x∫
−6x−2

(2x+ 3y + 2) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−26x2 − 28x− 2

)
dx = . . . = 103

Względem Oy :
0∫
−2

(
0∫

− y6−
1
3

(2x+ 3y + 2) dx

)
dy +

4∫
0

(
− y4∫

− y6−
1
3

(2x+ 3y + 2) dx

)
dy = . . . =

0∫
−2

(
17y2

36 +
11y
9 +

5
9

)
dy +

4∫
0

(
− 31y

2

144 +
13y
18 +

5
9

)
dy = . . . = 103
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Zadanie 7.2.27
Obliczyć

∫∫
D

(x+ y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 3), B = (0, 0), C = (2, 0)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3

x

1

0

1

2

3

4
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 3 3x

2
x = 0
A=(0, 3)
B=(0, 0)
C=(2, 0)

101234
y

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 2 2y

3
y = 0
A=(0, 3)
B=(0, 0)
C=(2, 0)

Względem Ox :
2∫
0

(
3− 3x2∫
0
(x+ y) dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
− 3x

2

8 −
3x
2 +

9
2

)
dx = . . . = 5

Względem Oy :
3∫
0

(
2− 2y3∫
0
(x+ y) dx

)
dy = . . . =

3∫
0

(
− 4y

2

9 +
2y
3 + 2

)
dy = . . . = 5

Zadanie 7.2.28
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + 3y + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 4), B = (4, 0), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 0
y = 4 x
x = 0
A=(0, 4)
B=(4, 0)
C=(0, 0)

1012345
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 4 y
y = 0
A=(0, 4)
B=(4, 0)
C=(0, 0)

Względem Ox :
4∫
0

(4−x∫
0

(
x
2 + 3y + 1

)
dy

)
dx = . . . =

4∫
0

(
x2 − 11x+ 28

)
dx = . . . = 1363

Względem Oy :
4∫
0

(
4−y∫
0

(
x
2 + 3y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

4∫
0

(
− 11y

2

4 + 9y + 8
)
dy = . . . = 1363
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Zadanie 7.2.29
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − 3y + 2

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 4), B = (0, 0), C = (4, 3)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
4

y = 4 x
4

x = 0
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(4, 3)

1012345
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 0
x = 4y

3
x = 16 4y
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(4, 3)

Względem Ox :
4∫
0

(
4− x4∫
3x
4

(
3x
2 − 3y + 2

)
dy

)
dx = . . . =

4∫
0

(
− 3x

2

4 + 7x− 16
)
dx = . . . = −24

Względem Oy :
3∫
0

( 4y
3∫
0

(
3x
2 − 3y + 2

)
dx

)
dy+

4∫
3

(
16−4y∫
0

(
3x
2 − 3y + 2

)
dx

)
dy = . . . =

3∫
0

(
− 8y

2

3 +
8y
3

)
dy+

4∫
3

(
24y2 − 152y + 224

)
dy = . . . = −24

Zadanie 7.2.30
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 − 3y + 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (−1, 0), C = (3, 2)

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3 4

x

2

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
2 + 1

2
y = 0
y = 2x

3
A=(0, 0)
B=(-1, 0)
C=(3, 2)

2101234
y

2

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2y 1
x = 3y

2
y = 0
A=(0, 0)
B=(-1, 0)
C=(3, 2)

Względem Ox :
0∫
−1

(
x
2+

1
2∫

0

(
x
2 − 3y + 1

)
dy

)
dx +

3∫
0

(
x
2+

1
2∫

2x
3

(
x
2 − 3y + 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
1
8 −

x2

8

)
dx +

3∫
0

(
5x2

24 −
2x
3 +

1
8

)
dx = . . . = − 23

Względem Oy :
2∫
0

( 3y
2∫

2y−1

(
x
2 − 3y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
0

(
17y2

16 −
5y
2 +

3
4

)
dy = . . . = − 23
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Zadanie 7.2.31
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (4, 4), B = (0, 0), C = (1,−1)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

2

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
y = x

y = 5x
3

8
3

A=(4, 4)
B=(0, 0)
C=(1, -1)

21012345
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y
5 + 8

5
x = y
x = y
A=(4, 4)
B=(0, 0)
C=(1, -1)

Względem Ox :
1∫
0

(
x∫
−x

(
x
2 − 1

)
dy

)
dx +

4∫
1

(
x∫

5x
3 −

8
3

(
x
2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

1∫
0

(
x2 − 2x

)
dx +

4∫
1

(
−x

2

3 + 2x−
8
3

)
dx = . . . = − 23

Względem Oy :
0∫
−1

( 3y
5 +

8
5∫

−y

(
x
2 − 1

)
dx

)
dy +

4∫
0

( 3y
5 +

8
5∫

y

(
x
2 − 1

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
− 4y

2

25 −
28y
25 −

24
25

)
dy +

4∫
0

(
− 4y

2

25 +
22y
25 −

24
25

)
dy = . . . = − 23

Zadanie 7.2.32
Obliczyć

∫∫
D

(
−x+ 3y2

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (2, 3), C = (4, 3)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4 5

x

1

0

1

2

3

4

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 3x
4

y = 3x
2

y = 3
A=(0, 0)
B=(2, 3)
C=(4, 3)

101234
y

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 4y
3

x = 2y
3

y = 3
A=(0, 0)
B=(2, 3)
C=(4, 3)

Względem Ox :
2∫
0

( 3x
2∫
3x
4

(
−x+ 3y2

)
dy

)
dx +

4∫
2

(
3∫
3x
4

(
−x+ 3y2

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
33x2

64

)
dx +

4∫
2

(
21x2

64 − 3x+
27
4

)
dx = . . . = 3

Względem Oy :
3∫
0

 4y
3∫
2y
3

(
−x+ 3y2

)
dx

 dy = . . . = 3∫
0

(
y2

3

)
dy = . . . = 3

112 12 września 2024, 14:32



7.2 Całki podwójne po obszarze trójkątnym 7 FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH

Zadanie 7.2.33
Obliczyć

∫∫
D

(−2x− 2y + 2) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−1, 1), B = (0, 3), C = (0, 1)

Rozwiązanie:
2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

x

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x + 3
y = 1
x = 0
A=(-1, 1)
B=(0, 3)
C=(0, 1)

0.00.51.01.52.02.53.03.54.0
y

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
2

3
2

x = 0
y = 1
A=(-1, 1)
B=(0, 3)
C=(0, 1)

Względem Ox :
0∫
−1

(2x+3∫
1
(−2x− 2y + 2) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−8x2 − 12x− 4

)
dx = . . . = − 23

Względem Oy :
3∫
1

(
0∫

y
2−

3
2

(−2x− 2y + 2) dx

)
dy = . . . =

3∫
1

(
5y2

4 −
11y
2 +

21
4

)
dy = . . . = − 23

Zadanie 7.2.34
Obliczyć

∫∫
D

(−3x− y + 1) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (−1, 4), B = (−2, 2), C = (0, 1)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1

x

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 1 x
2

y = 2x + 6
y = 1 3x
A=(-1, 4)
B=(-2, 2)
C=(0, 1)

012345
y

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 1
3

y
3

x = 2 2y

x = y
2 3

A=(-1, 4)
B=(-2, 2)
C=(0, 1)

Względem Ox :
−1∫
−2

(
2x+6∫
1− x2

(−3x− y + 1) dy

)
dx +

0∫
−1

(
1−3x∫
1− x2

(−3x− y + 1) dy

)
dx = . . . =

−1∫
−2

(
− 75x

2

8 − 25x−
25
2

)
dx+

0∫
−1

(
25x2

8

)
dx = . . . = 256

Względem Oy :
2∫
1

( 1
3−

y
3∫

2−2y
(−3x− y + 1) dx

)
dy +

4∫
2

( 1
3−

y
3∫

y
2−3
(−3x− y + 1) dx

)
dy = . . . =

2∫
1

(
25y2

6 −
25y
3 +

25
6

)
dy +

4∫
2

(
25y2

24 −
25y
3 +

50
3

)
dy = . . . = 256
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Zadanie 7.2.35
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − 2y − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0,−2), B = (3, 2), C = (3, 0)

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3 4

x

3

2

1

0

1

2

3
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 4x
3 2

y = 2x
3 2

x = 3
A=(0, -2)
B=(3, 2)
C=(3, 0)

3210123
y

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y
4 + 3

2

x = 3y
2 + 3

x = 3
A=(0, -2)
B=(3, 2)
C=(3, 0)

Względem Ox :
3∫
0

( 4x
3 −2∫
2x
3 −2

(
3x
2 − 2y − 1

)
dy

)
dx = . . . =

3∫
0

(
−x

2

3 + 2x
)
dx = . . . = 6

Względem Oy :
0∫
−2

 3y
2 +3∫
3y
4 +

3
2

(
3x
2 − 2y − 1

)
dx

 dy + 2∫
0

 3∫
3y
4 +

3
2

(
3x
2 − 2y − 1

)
dx

 dy = . . . =

0∫
−2

(
− 15y

2

64 +
21y
16 +

57
16

)
dy +

2∫
0

(
69y2

64 −
63y
16 +

57
16

)
dy = . . . = 6

Zadanie 7.2.36
Obliczyć

∫∫
D

(2− x) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 0), B = (−3,−1), C = (2, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

4

3

2

1

0

1

2

3

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
5

2
5

y = x
3

y = 0
A=(0, 0)
B=(-3, -1)
C=(2, 0)

43210123
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 5y + 2
x = 3y
y = 0
A=(0, 0)
B=(-3, -1)
C=(2, 0)

Względem Ox :
0∫
−3

(
x
3∫

x
5−

2
5

(2− x) dy

)
dx +

2∫
0

(
0∫

x
5−

2
5

(2− x) dy

)
dx = . . . =

0∫
−3

(
− 2x

2

15 −
2x
15 +

4
5

)
dx +

2∫
0

(
x2

5 −
4x
5 +

4
5

)
dx = . . . = 73

Względem Oy :
0∫
−1

(
5y+2∫
3y
(2− x) dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
−8y2 − 6y + 2

)
dy = . . . = 73
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Zadanie 7.2.37
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 +

3y
2 − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0,−2), B = (−3, 2), C = (0, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1

x

3

2

1

0

1

2

3
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x
3

y = 4x
3 2

x = 0
A=(0, -2)
B=(-3, 2)
C=(0, 0)

3210123
y

4

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y
4

3
2

x = 0
x = 3y

2
A=(0, -2)
B=(-3, 2)
C=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−3

(
− 2x3∫
− 4x3 −2

(
3x
2 +

3y
2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−3

(
− 5x3 − 5

)
dx = . . . = − 152

Względem Oy :
0∫
−2

 0∫
− 3y4 −

3
2

(
3x
2 +

3y
2 − 1

)
dx

 dy + 2∫
0

 − 3y2∫
− 3y4 −

3
2

(
3x
2 +

3y
2 − 1

)
dx

 dy = . . . =

0∫
−2

(
45y2

64 −
3y
16 −

51
16

)
dy +

2∫
0

(
9y2

64 +
21y
16 −

51
16

)
dy = . . . = − 152

Zadanie 7.2.38
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + 3y − 1

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0,−3), B = (0,−1), C = (−2, 0)

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1

x

4

3

2

1

0

1

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = x
2 1

y = 3x
2 3

x = 0
A=(0, -3)
B=(0, -1)
C=(-2, 0)

432101
y

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 2y
3 2

x = 0
x = 2y 2
A=(0, -3)
B=(0, -1)
C=(-2, 0)

Względem Ox :
0∫
−2

(
− x2−1∫
− 3x2 −3

(
x
2 + 3y − 1

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
− 5x

2

2 − 12x− 14
)
dx = . . . = − 323

Względem Oy :
−1∫
−3

 0∫
− 2y3 −2

(
x
2 + 3y − 1

)
dx

 dy + 0∫
−1

−2y−2∫
− 2y3 −2

(
x
2 + 3y − 1

)
dx

 dy = . . . =

−1∫
−3

(
17y2

9 +
14y
3 − 3

)
dy +

0∫
−1

(
− 28y

2

9 +
8y
3

)
dy = . . . = − 323
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Zadanie 7.2.39
Obliczyć

∫∫
D

(x− y) dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 4), B = (0, 0), C = (−2, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2

x

1

0

1

2

3

4

5
y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x + 4
y = 0
x = 0
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(-2, 0)

1012345
y

4

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = y
2 2

x = 0
y = 0
A=(0, 4)
B=(0, 0)
C=(-2, 0)

Względem Ox :
0∫
−2

(2x+4∫
0
(x− y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−2
(−4x− 8) dx = . . . = −8

Względem Oy :
4∫
0

(
0∫

y
2−2
(x− y) dx

)
dy = . . . =

4∫
0

(
3y2

8 − y − 2
)
dy = . . . = −8

Zadanie 7.2.40
Obliczyć

∫∫
D

(
2x+ y2 + 2

)
dx dy gdzie D - trójkąt ABC dla A = (0, 2), B = (−3, 2), C = (−3, 0)

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1

x

1

0

1

2

3

y

Obszar ca kowania wzgl dem osi Ox

y = 2x
3 + 2

y = 2
x = 3
A=(0, 2)
B=(-3, 2)
C=(-3, 0)

10123
y

4

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x = 3y
2 3

x = 3
y = 2
A=(0, 2)
B=(-3, 2)
C=(-3, 0)

Względem Ox :
0∫
−3

(
2∫

2x
3 +2

(
2x+ y2 + 2

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−3

(
− 13x

2

9 − 2x
)
dx = . . . = −4

Względem Oy :
2∫
0

( 3y
2 −3∫
−3

(
2x+ y2 + 2

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
0

(
3y2 − 6y

)
dy = . . . = −4
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7.3 Całki podwójne po obszarze ograniczonym wykresami krzywych

Zadanie 7.3.1

Obliczyć
∫∫
D

(2− y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y
2

2 − 2y, oraz x = 3y

Rozwiązanie:
0246810

y

0

5

10

15

20

25

30

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=2 2x + 4
y= 2x + 4 + 2
y=x

3
A=(0, 0)
B=(30, 10)
W=(-2, 2)

0 5 10 15 20 25 30
x

0

2

4

6

8

10

y

x=y2

2 2y
x=3y
A=(0, 0)
B=(30, 10)
W=(-2, 2)

Względem Oy :
10∫
0

 3y∫
y2
2 −2y

(2− y) dx

 dy = . . . = 10∫
0

(
y3

2 − 6y
2 + 10y

)
dy = . . . = −250

Zadanie 7.3.2
Obliczyć

∫∫
D

(−x+ 2y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −2x2, oraz y = 2x

Rozwiązanie:
2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

x

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= 2x2

y=2x
A=(-1, -2)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

3.02.52.01.51.00.50.00.51.0
y

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 2 y
2

x= 2 y
2

x=y
2

A=(-1, -2)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−1

(
−2x2∫
2x
(−x+ 2y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
4x4 + 2x3 − 2x2

)
dx = . . . = − 1130

Zadanie 7.3.3

Obliczyć
∫∫
D

(−y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y
2

2 − 2y, oraz x = y

Rozwiązanie:
101234567

y

2

0

2

4

6

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=2 2x + 4
y= 2x + 4 + 2
y=x
A=(0, 0)
B=(6, 6)
W=(-2, 2)

2 0 2 4 6
x

1

0

1

2

3

4

5

6

7

y

x=y2

2 2y
x=y
A=(0, 0)
B=(6, 6)
W=(-2, 2)

Względem Oy :
6∫
0

 y∫
y2
2 −2y

(−y) dx

 dy = . . . = 6∫
0

(
y3

2 − 3y
2
)
dy = . . . = −54
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Zadanie 7.3.4
Obliczyć

∫∫
D

(x) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −x2, oraz y = x

Rozwiązanie:
2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= x2

y=x
A=(-1, -1)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

2.01.51.00.50.00.51.0
y

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= y
x= y
x=y
A=(-1, -1)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−1

(
−x2∫
x

(x) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−x3 − x2

)
dx = . . . = − 112

Zadanie 7.3.5
Obliczyć

∫∫
D

(
2x+ 3y2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = 2x2 − x, oraz y = 3x

Rozwiązanie:
2 0 2 4

x

1

0

1

2

3

4

5

6

7

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=2x2 x
y=3x
A=(0, 0)
B=(2, 6)
W=(1/4, -1/8)

0246
y

3

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x=1
4

8y + 1
4

x= 8y + 1
4 + 1

4

x=y
3

A=(0, 0)
B=(2, 6)
W=(1/4, -1/8)

Względem Ox :
2∫
0

(
3x∫

2x2−x

(
2x+ 3y2

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
−3x4 − x3 + 14x2

)
dx = . . . = 21215

Względem Oy :
0∫

−1/8

 √
8y+1
4 + 14∫

1
4−

√
8y+1
4

(
2x+ 3y2

)
dx

 dy + 6∫
0

 √
8y+1
4 + 14∫
y
3

(
2x+ 3y2

)
dx

 dy = . . . =

0∫
−1/8

(
3y
√
8y+1
4 +

√
8y+1
4

)
dy +

6∫
0

(
− 11y

2

18 +
3y
√
8y+1
8 + 7y8 +

√
8y+1
8 + 18

)
dx = . . . = 21215
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Zadanie 7.3.6
Obliczyć

∫∫
D

(3x+ 1) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = 3x2 − 1, oraz y = 3x− 1

Rozwiązanie:
2 1 0 1 2 3

x

2

1

0

1

2

3
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=3x2 1
y=3x 1
A=(0, -1)
B=(1, 2)
W=(0, -1)

210123
y

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 3y + 3
3

x= 3y + 3
3

x=y
3 + 1

3
A=(0, -1)
B=(1, 2)
W=(0, -1)

Względem Ox :
1∫
0

(
3x−1∫
3x2−1

(3x+ 1) dy

)
dx = . . . =

1∫
0

(
−9x3 + 6x2 + 3x

)
dx = . . . = 54

Względem Oy :
2∫
−1

 √
3y+3
3∫

y
3+

1
3

(3x+ 1) dx

 dy = . . . = 2∫
−1

(
−y

2

6 −
y
6 +

√
3y+3
3

)
dy = . . . = 54

Zadanie 7.3.7
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 +

3y
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = 2− 2x2, oraz y = −2x− 2

Rozwiązanie:
4 2 0 2 4

x

6

4

2

0

2

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=2 2x2

y= 2x 2
A=(-1, 0)
B=(2, -6)
W=(0, 2)

64202
y

4

2

0

2

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 4 2y
2

x= 4 2y
2

x= y
2 1

A=(-1, 0)
B=(2, -6)
W=(0, 2)

Względem Ox :
2∫
−1

(
2−2x2∫
−2x−2

(
3x
2 +

3y
2

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
−1

(
3x4 − 3x3 − 6x2

)
dx = . . . = − 18920

Zadanie 7.3.8
Obliczyć

∫∫
D

(3x− 2y + 2) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −2y2 − 1, oraz x = −2y − 1

Rozwiązanie:
1.00.50.00.51.01.52.0

y

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 2x 2
2

y= 2x 2
2

y= x
2

1
2

A=(-1, 0)
B=(-3, 1)
W=(-1, 0)

4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0.0
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x= 2y2 1
x= 2y 1
A=(-1, 0)
B=(-3, 1)
W=(-1, 0)

Względem Oy :
1∫
0

(
−2y2−1∫
−2y−1

(3x− 2y + 2) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
6y4 + 4y3 − 8y2 − 2y

)
dy = . . . = − 2215
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Zadanie 7.3.9
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − 3y + 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = 3y2 − y − 3, oraz x = −y

Rozwiązanie:
2.01.51.00.50.00.51.01.52.0

y

4

3

2

1

0

1

2
x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1
6

12x + 37
6

y= 12x + 37
6 + 1

6
y= x
A=(1, -1)
B=(-1, 1)
W=(-37/12, 1/6)

4 3 2 1 0 1 2
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x=3y2 y 3
x= y
A=(1, -1)
B=(-1, 1)
W=(-37/12, 1/6)

Względem Oy :
1∫
−1

(
−y∫

3y2−y−3

(
3x
2 − 3y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
−1

(
− 27y

4

4 +
27y3

2 +
21y2

2 −
27y
2 −

15
4

)
dy =

. . . = − 165

Zadanie 7.3.10

Obliczyć
∫∫
D

(−3x+ 3y + 1) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y
2

2 +
1
2 , oraz x = 3y + 12

Rozwiązanie:
101234567

y

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 2x 1
y= 2x 1
y=x

3
1
6

A=(1/2, 0)
B=(37/2, 6)
W=(1/2, 0)

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
x

1

0

1

2

3

4

5

6

7

y

x=y2

2 + 1
2

x=3y + 1
2

A=(1/2, 0)
B=(37/2, 6)
W=(1/2, 0)

Względem Oy :
6∫
0

 3y+ 12∫
y2
2 +

1
2

(−3x+ 3y + 1) dx

 dy = . . . = 6∫
0

(
3y4

8 −
3y3

2 −
17y2

4 −
3y
2

)
dy = . . . = − 11795
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Zadanie 7.3.11
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 − y + 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x

2

2 + 1, oraz y = 3x2

Rozwiązanie:
0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

x

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2

2 + 1
y=3x

2
A=(1, 3/2)
B=(2, 3)
W=(0, 1)

0.00.51.01.52.02.53.03.54.0
y

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 2y 2
x= 2y 2
x=2y

3
A=(1, 3/2)
B=(2, 3)
W=(0, 1)

Względem Ox :
2∫
1

 3x
2∫

x2
2 +1

(
3x
2 − y + 1

)
dy

 dx = . . . = 2∫
1

(
x4

8 −
3x3

4 +
9x2

8 −
1
2

)
dx = . . . = 7

80

Względem Oy :
3∫
3/2

√2y−2∫
2y
3

(
3x
2 − y + 1

)
dx

 dy = . . . = 3∫
3/2

(
y2

3 − y
√
2y − 2 + 5y6 +

√
2y − 2− 32

)
dy =

. . . = −8G0,22,2

(
− 32 , 1

− 52 , 0

∣∣∣∣∣2
)
− 2

√
2
5 − 8G1,12,2

(
− 32 1

0 − 52

∣∣∣∣∣2
)
+
√
2G0,22,2

(
− 32 , 1

− 52 , 0

∣∣∣∣∣1
)
+

√
2G1,12,2

(
− 32 1

0 − 52

∣∣∣∣∣1
)
+ 26380

Zadanie 7.3.12
Obliczyć

∫∫
D

(
−x+ y2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y2 + y2 , oraz x = 3y2

Rozwiązanie:
1.00.50.00.51.01.52.0

y

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 16x + 1
4

1
4

y= 16x + 1
4

1
4

y=2x
3

A=(0, 0)
B=(3/2, 1)
W=(-1/16, -1/4)

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x=y2 + y
2

x=3y
2

A=(0, 0)
B=(3/2, 1)
W=(-1/16, -1/4)

Względem Oy :
1∫
0

( 3y
2∫

y2+ y2

(
−x+ y2

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
y4

2 −
y2

2

)
dy = . . . = − 115
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Zadanie 7.3.13
Obliczyć

∫∫
D

(1− y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −x2 − 1, oraz y = x− 1

Rozwiązanie:
2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

x

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= x2 1
y=x 1
A=(-1, -2)
B=(0, -1)
W=(0, -1)

3.02.52.01.51.00.50.0
y

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= y 1
x= y 1
x=y + 1
A=(-1, -2)
B=(0, -1)
W=(0, -1)

Względem Ox :
0∫
−1

(
−x2−1∫
x−1
(1− y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
−x

4

2 −
3x2

2 − 2x
)
dx = . . . = 25

Zadanie 7.3.14
Obliczyć

∫∫
D

(x+ 2) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x
2

2 +
x
2 , oraz y = x

Rozwiązanie:
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2

2 + x
2

y=x
A=(0, 0)
B=(1, 1)
W=(-1/2, -1/8)

1.00.50.00.51.01.52.0
y

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 8y + 1
2

1
2

x= 8y + 1
2

1
2

x=y
A=(0, 0)
B=(1, 1)
W=(-1/2, -1/8)

Względem Ox :
1∫
0

 x∫
x2
2 +

x
2

(x+ 2) dy

 dx = . . . = 1∫
0

(
−x

3

2 −
x2

2 + x
)
dx = . . . = 5

24

Względem Oy :
1∫
0

 √
8y+1
2 − 12∫
y

(x+ 2) dx

 dy = . . . = 1∫
0

(
−y

2

2 − y +
3
√
8y+1
4 − 34

)
dy = . . . = 5

24

Zadanie 7.3.15
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + 2y + 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −3y2 + y + 2, oraz x = y − 1

Rozwiązanie:
2.01.51.00.50.00.51.01.52.0

y

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1
6

25 12x
6

y= 25 12x
6 + 1

6
y=x + 1
A=(-2, -1)
B=(0, 1)
W=(25/12, 1/6)

3 2 1 0 1 2 3
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x= 3y2 + y + 2
x=y 1
A=(-2, -1)
B=(0, 1)
W=(25/12, 1/6)

Względem Oy :
1∫
−1

(
−3y2+y+2∫
y−1

(
x
2 + 2y + 1

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
−1

(
9y4

4 −
15y3

2 − 6y
2 + 15y2 +

15
4

)
dy = . . . =

22
5
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Zadanie 7.3.16

Obliczyć
∫∫
D

(
x
2 + 3y − 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y

2

2 + 2y + 3, oraz x = −y − 1

Rozwiązanie:
5.04.54.03.53.02.52.01.51.0

y

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0
x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 2x 2 2
y= 2x 2 2
y= x 1
A=(3, -4)
B=(1, -2)
W=(1, -2)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
x

5.0

4.5

4.0

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

y

x=y2

2 + 2y + 3
x= y 1
A=(3, -4)
B=(1, -2)
W=(1, -2)

Względem Oy :
−2∫
−4

 −y−1∫
y2
2 +2y+3

(
x
2 + 3y − 1

)
dx

 dy = . . . = −2∫
−4

(
−y

4

16 − 2y
3 − 10y2 − 23y2 + 2

)
dy = . . . =

− 9115

Zadanie 7.3.17
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 +

y
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −x2 − x, oraz y = −3x

Rozwiązanie:
2 0 2 4

x

7

6

5

4

3

2

1

0

1

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= x2 x
y= 3x
A=(0, 0)
B=(2, -6)
W=(-1/2, 1/4)

6420
y

3

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 1 4y
2

1
2

x= 1 4y
2

1
2

x= y
3

A=(0, 0)
B=(2, -6)
W=(-1/2, 1/4)

Względem Ox :
2∫
0

(
−x2−x∫
−3x

(
3x
2 +

y
2

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
x4

4 − x
3 + x2

)
dx = . . . = 4

15

Zadanie 7.3.18
Obliczyć

∫∫
D

( 3y
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y2 + y, oraz x = −3y

Rozwiązanie:
5432101

y

0

2

4

6

8

10

12

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 4x + 1
2

1
2

y= 4x + 1
2

1
2

y= x
3

A=(12, -4)
B=(0, 0)
W=(-1/4, -1/2)

0 2 4 6 8 10 12
x

5

4

3

2

1

0

1

y

x=y2 + y
x= 3y
A=(12, -4)
B=(0, 0)
W=(-1/4, -1/2)

Względem Oy :
0∫
−4

(
−3y∫
y2+y

( 3y
2

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−4

(
− 3y

3

2 − 6y
2
)
dy = . . . = −32
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Zadanie 7.3.19
Obliczyć

∫∫
D

(−3x) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = 3x
2

2 + 3x− 3, oraz y = 3x2

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2 3

x

5

4

3

2

1

0

1

2
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=3x2

2 + 3x 3
y=3x

2
A=(-2, -3)
B=(1, 3/2)
W=(-1, -9/2)

54321012
y

4

3

2

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 6y + 27
3 1

x= 6y + 27
3 1

x=2y
3

A=(-2, -3)
B=(1, 3/2)
W=(-1, -9/2)

Względem Ox :
1∫
−2

 3x
2∫

3x2
2 +3x−3

(−3x) dy

 dx = . . . = 1∫
−2

(
9x3

2 +
9x2

2 − 9x
)
dx = . . . = 818

Względem Oy :
−3∫
−9/2

 √
6y+27
3 −1∫

−
√
6y+27
3 −1

(−3x) dx

 dy + 3/2∫
−3

 √
6y+27
3 −1∫
2y
3

(−3x) dx

 dy = . . . =

−3∫
−9/2

(
2
√
6y + 27

)
dy +

3/2∫
−3

(
2y2

3 − y +
√
6y + 27− 6

)
dx = . . . = 818

Zadanie 7.3.20
Obliczyć

∫∫
D

(3x− y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −y2 + 2y, oraz x = 3y

Rozwiązanie:
2.01.51.00.50.00.51.0

y

4

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1 1 x

y= 1 x + 1
y=x

3
A=(-3, -1)
B=(0, 0)
W=(1, 1)

4 3 2 1 0 1 2
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

y

x= y2 + 2y
x=3y
A=(-3, -1)
B=(0, 0)
W=(1, 1)

Względem Oy :
0∫
−1

(
−y2+2y∫
3y
(3x− y) dx

)
dy = . . . =

0∫
−1

(
3y4

2 − 5y
3 − 13y

2

2

)
dy = . . . = − 3760
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Zadanie 7.3.21
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 − 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −2x2 + 3x− 2, oraz y = −x− 2

Rozwiązanie:
1 0 1 2 3

x

5

4

3

2

1

0
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= 2x2 + 3x 2
y= x 2
A=(0, -2)
B=(2, -4)
W=(3/4, -7/8)

543210
y

1

0

1

2

3

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x=3
4

8y 7
4

x= 8y 7
4 + 3

4
x= y 2
A=(0, -2)
B=(2, -4)
W=(3/4, -7/8)

Względem Ox :
2∫
0

(
−2x2+3x−2∫
−x−2

(
x
2 − 1

)
dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
−x3 + 4x2 − 4x

)
dx = . . . = − 43

Zadanie 7.3.22
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 + 3y

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x2 − 3x, oraz y = x

Rozwiązanie:
2 0 2 4 6

x

3

2

1

0

1

2

3

4

5

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2 3x
y=x
A=(0, 0)
B=(4, 4)
W=(3/2, -9/4)

2024
y

2

1

0

1

2

3

4

5

6

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x=3
2

4y + 9
2

x= 4y + 9
2 + 3

2
x=y
A=(0, 0)
B=(4, 4)
W=(3/2, -9/4)

Względem Ox :
4∫
0

(
x∫

x2−3x

(
3x
2 + 3y

)
dy

)
dx = . . . =

4∫
0

(
− 3x

4

2 +
15x3

2 − 6x
2
)
dx = . . . = 2245

Względem Oy :
0∫

−9/4

 √
4y+9
2 + 32∫

3
2−

√
4y+9
2

(
3x
2 + 3y

)
dx

 dy + 4∫
0

 √
4y+9
2 + 32∫
y

(
3x
2 + 3y

)
dx

 dy = . . . =

0∫
−9/4

(
3y
√
4y + 9 + 9

√
4y+9
4

)
dy +

4∫
0

(
− 15y

2

4 +
3y
√
4y+9
2 + 21y4 +

9
√
4y+9
8 + 278

)
dx = . . . = 2245

125 12 września 2024, 14:32



7.3 Całki podwójne po obszarze ograniczonym wykresami krzywych 7 FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH

Zadanie 7.3.23
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2 +

y
2 − 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x

2

2 , oraz y = 3x2 − 1

Rozwiązanie:
0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2

2

y=3x
2 1

A=(1, 1/2)
B=(2, 2)
W=(0, 0)

1.00.50.00.51.01.52.02.53.0
y

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 2 y

x= 2 y

x=2y
3 + 2

3
A=(1, 1/2)
B=(2, 2)
W=(0, 0)

Względem Ox :
2∫
1

 3x
2 −1∫
x2
2

(
3x
2 +

y
2 − 1

)
dy

 dx = . . . = 2∫
1

(
−x

4

16 −
3x3

4 +
53x2

16 −
15x
4 +

5
4

)
dx = . . . = 37

240

Względem Oy :
2∫
1/2

√2√y∫
2y
3 +

2
3

(
3x
2 +

y
2 − 1

)
dx

 dy = . . . = 2∫
1/2

(√
2y
3
2

2 −
√
2
√
y − 2y

2

3 +
7y
6 +

1
3

)
dy = . . . =

37
240

Zadanie 7.3.24
Obliczyć

∫∫
D

(−x− 3y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −3y2 + y + 12 , oraz x = 12 − 2y

Rozwiązanie:
1.00.50.00.51.01.52.0

y

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1
6

7 12x
6

y= 7 12x
6 + 1

6

y=1
4

x
2

A=(1/2, 0)
B=(-3/2, 1)
W=(7/12, 1/6)

2 1 0 1
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x= 3y2 + y + 1
2

x=1
2 2y

A=(1/2, 0)
B=(-3/2, 1)
W=(7/12, 1/6)

Względem Oy :
1∫
0

(
−3y2+y+ 12∫
1
2−2y

(−x− 3y) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
− 9y

4

2 + 12y
3 − 6y2 − 3y2

)
dy = . . . = − 1320
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Zadanie 7.3.25
Obliczyć

∫∫
D

(y + 1) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x2 + x, oraz y = 2x+ 2

Rozwiązanie:
2 0 2 4

x

1

0

1

2

3

4

5

6

7
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2 + x
y=2x + 2
A=(-1, 0)
B=(2, 6)
W=(-1/2, -1/4)

0246
y

3

2

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 4y + 1
2

1
2

x= 4y + 1
2

1
2

x=y
2 1

A=(-1, 0)
B=(2, 6)
W=(-1/2, -1/4)

Względem Ox :
2∫
−1

(
2x+2∫
x2+x
(y + 1) dy

)
dx = . . . =

2∫
−1

(
−x

4

2 − x
3 + x

2

2 + 5x+ 4
)
dx = . . . = 27920

Względem Oy :
0∫

−1/4

 √
4y+1
2 − 12∫

−
√
4y+1
2 − 12

(y + 1) dx

 dy + 6∫
0

 √
4y+1
2 − 12∫
y
2−1

(y + 1) dx

 dy = . . . =

0∫
−1/4

(
y
√
4y + 1 +

√
4y + 1

)
dy +

6∫
0

(
−y

2

2 +
y
√
4y+1
2 +

√
4y+1
2 + 12

)
dx = . . . = 27920

Zadanie 7.3.26
Obliczyć

∫∫
D

(2y + 1) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x2 + x, oraz y = 3x

Rozwiązanie:
2 0 2 4

x

1

0

1

2

3

4

5

6

7

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2 + x
y=3x
A=(0, 0)
B=(2, 6)
W=(-1/2, -1/4)

0246
y

3

2

1

0

1

2

3

4

5

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 4y + 1
2

1
2

x= 4y + 1
2

1
2

x=y
3

A=(0, 0)
B=(2, 6)
W=(-1/2, -1/4)

Względem Ox :
2∫
0

(
3x∫
x2+x
(2y + 1) dy

)
dx = . . . =

2∫
0

(
−x4 − 2x3 + 7x2 + 2x

)
dx = . . . = 12415

Względem Oy :
6∫
0

 √
4y+1
2 − 12∫
y
3

(2y + 1) dx

 dy = . . . = 6∫
0

(
− 2y

2

3 + y
√
4y + 1− 4y3 +

√
4y+1
2 − 12

)
dy = . . . =

124
15
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Zadanie 7.3.27
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −3x2, oraz y = 3x

Rozwiązanie:
3 2 1 0 1 2

x

4

3

2

1

0

1
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= 3x2

y=3x
A=(-1, -3)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

432101
y

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 3 y
3

x= 3 y
3

x=y
3

A=(-1, -3)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−1

(
−3x2∫
3x

(
3x
2

)
dy

)
dx = . . . =

0∫
−1

(
− 9x

3

2 −
9x2

2

)
dx = . . . = − 38

Zadanie 7.3.28
Obliczyć

∫∫
D

( 3y
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −2y2 − 3y − 1, oraz x = −3y − 3

Rozwiązanie:
2.01.51.00.50.00.51.01.52.0

y

7

6

5

4

3

2

1

0

1

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 1 8x
4

3
4

y= 1 8x
4

3
4

y= x
3 1

A=(0, -1)
B=(-6, 1)
W=(1/8, -3/4)

6 4 2 0
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x= 2y2 3y 1
x= 3y 3
A=(0, -1)
B=(-6, 1)
W=(1/8, -3/4)

Względem Oy :
1∫
−1

(
−2y2−3y−1∫
−3y−3

( 3y
2

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
−1

(
−3y3 + 3y

)
dy = . . . = 0

Zadanie 7.3.29
Obliczyć

∫∫
D

(
y
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x

2

2 , oraz y = −3x

Rozwiązanie:
12.5 10.0 7.5 5.0 2.5 0.0 2.5 5.0

x

0.0

2.5

5.0

7.5

10.0

12.5

15.0

17.5

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2

2
y= 3x
A=(-6, 18)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

0.02.55.07.510.012.515.017.5
y

12.5

10.0

7.5

5.0

2.5

0.0

2.5

5.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 2 y

x= 2 y
x= y

3
A=(-6, 18)
B=(0, 0)
W=(0, 0)

Względem Ox :
0∫
−6

−3x∫
x2
2

(
y
2

)
dy

 dx = . . . = 0∫
−6

(
−x

4

16 +
9x2

4

)
dx = . . . = 3245
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Zadanie 7.3.30
Obliczyć

∫∫
D

(
−x+ 3y2 − 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y2 − y, oraz x = −3y

Rozwiązanie:
3.02.52.01.51.00.50.00.51.0

y

1

0

1

2

3

4

5

6

7
x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1
2

4x + 1
2

y= 4x + 1
2 + 1

2
y= x

3
A=(6, -2)
B=(0, 0)
W=(-1/4, 1/2)

0 2 4 6
x

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

y

x=y2 y
x= 3y
A=(6, -2)
B=(0, 0)
W=(-1/4, 1/2)

Względem Oy :
0∫
−2

(
−3y∫
y2−y

(
−x+ 3y2 − 1

)
dx

)
dy = . . . =

0∫
−2

(
y4

2 −
5y3

2 − 6y
2 + 2y

)
dy = . . . = − 345

Zadanie 7.3.31
Obliczyć

∫∫
D

(−2x− 2y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y2 + y, oraz x = 3− y

Rozwiązanie:
4321012

y

1

0

1

2

3

4

5

6

7

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 4x + 1
2

1
2

y= 4x + 1
2

1
2

y=3 x
A=(6, -3)
B=(2, 1)
W=(-1/4, -1/2)

0 2 4 6
x

4

3

2

1

0

1

2

y

x=y2 + y
x=3 y
A=(6, -3)
B=(2, 1)
W=(-1/4, -1/2)

Względem Oy :
1∫
−3

(
3−y∫
y2+y
(−2x− 2y) dx

)
dy = . . . =

1∫
−3

(
y4 + 4y3 + 4y2 − 9

)
dy = . . . = − 44815

Zadanie 7.3.32
Obliczyć

∫∫
D

(x) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = 3y2, oraz x = 3y

Rozwiązanie:
1.00.50.00.51.01.52.0

y

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 3 x
3

y= 3 x
3

y=x
3

A=(0, 0)
B=(3, 1)
W=(0, 0)

1 0 1 2 3 4
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x=3y2

x=3y
A=(0, 0)
B=(3, 1)
W=(0, 0)

Względem Oy :
1∫
0

(
3y∫
3y2
(x) dx

)
dy = . . . =

1∫
0

(
− 9y

4

2 +
9y2

2

)
dy = . . . = 35
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Zadanie 7.3.33
Obliczyć

∫∫
D

(−3y − 1) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y2 + 3y + 1, oraz x = 1− y

Rozwiązanie:
5432101

y

2

1

0

1

2

3

4

5

6
x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 4x + 5
2

3
2

y= 4x + 5
2

3
2

y=1 x
A=(5, -4)
B=(1, 0)
W=(-5/4, -3/2)

2 0 2 4 6
x

5

4

3

2

1

0

1

y

x=y2 + 3y + 1
x=1 y
A=(5, -4)
B=(1, 0)
W=(-5/4, -3/2)

Względem Oy :
0∫
−4

(
1−y∫

y2+3y+1
(−3y − 1) dx

)
dy = . . . =

0∫
−4

(
3y3 + 13y2 + 4y

)
dy = . . . = 1603

Zadanie 7.3.34
Obliczyć

∫∫
D

(
3x
2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −y2 + 3y, oraz x = y

Rozwiązanie:
1.00.50.00.51.01.52.02.53.0

y

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=3
2

9 4x
2

y= 9 4x
2 + 3

2
y=x
A=(0, 0)
B=(2, 2)
W=(9/4, 3/2)

1 0 1 2 3
x

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

y

x= y2 + 3y
x=y
A=(0, 0)
B=(2, 2)
W=(9/4, 3/2)

Względem Oy :
2∫
0

(
−y2+3y∫
y

(
3x
2

)
dx

)
dy = . . . =

2∫
0

(
3y4

4 −
9y3

2 + 6y
2
)
dy = . . . = 145

Zadanie 7.3.35

Obliczyć
∫∫
D

(
x
2 + 2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y

2

2 , oraz x = 2y

Rozwiązanie:
1012345

y

0

2

4

6

8

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 2 x

y= 2 x
y=x

2
A=(0, 0)
B=(8, 4)
W=(0, 0)

0 2 4 6 8
x

1

0

1

2

3

4

5

y

x=y2

2
x=2y
A=(0, 0)
B=(8, 4)
W=(0, 0)

Względem Oy :
4∫
0

 2y∫
y2
2

(
x
2 + 2

)
dx

 dy = . . . = 4∫
0

(
−y

4

16 + 4y
)
dy = . . . = 965
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Zadanie 7.3.36
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + 2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = x

2

2 +
3x
2 , oraz y = 2x+ 1

Rozwiązanie:
2 0 2 4

x

2

1

0

1

2

3

4

5

6
y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=x2

2 + 3x
2

y=2x + 1
A=(-1, -1)
B=(2, 5)
W=(-3/2, -9/8)

20246
y

3

2

1

0

1

2

3

4

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 8y + 9
2

3
2

x= 8y + 9
2

3
2

x=y
2

1
2

A=(-1, -1)
B=(2, 5)
W=(-3/2, -9/8)

Względem Ox :
2∫
−1

 2x+1∫
x2
2 +

3x
2

(
x
2 + 2

)
dy

 dx = . . . = 2∫
−1

(
−x

3

4 −
3x2

4 +
3x
2 + 2

)
dx = . . . = 8116

Względem Oy :
5∫
−1

 √
8y+9
2 − 32∫
y
2−

1
2

(
x
2 + 2

)
dx

 dy = . . . = 5∫
−1

(
−y

2

16 −
3y
8 +

5
√
8y+9
8 − 1516

)
dy = . . . = 8116

Zadanie 7.3.37
Obliczyć

∫∫
D

(−3x− 3y + 2) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = −x2−x− 2, oraz y = 3x+1

Rozwiązanie:
6 4 2 0 2

x

9

8

7

6

5

4

3

2

1

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y= x2 x 2
y=3x + 1
A=(-3, -8)
B=(-1, -2)
W=(-1/2, -7/4)

8642
y

6

5

4

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 4y 7
2

1
2

x= 4y 7
2

1
2

x=y
3

1
3

A=(-3, -8)
B=(-1, -2)
W=(-1/2, -7/4)

Względem Ox :
−1∫
−3

(
−x2−x−2∫
3x+1

(−3x− 3y + 2) dy

)
dx = . . . =

−1∫
−3

(
− 3x

4

2 + 16x
2 + 4x− 212

)
dx = . . . = 43615

Zadanie 7.3.38

Obliczyć
∫∫
D

(
−2x+ y2

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = y

2

2 − 1, oraz x = y2

Rozwiązanie:
210123

y

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y= 2x + 2
y= 2x + 2
y=2x
A=(-1/2, -1)
B=(1, 2)
W=(-1, 0)

2.0 1.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x

2

1

0

1

2

3

y

x=y2

2 1
x=y

2
A=(-1/2, -1)
B=(1, 2)
W=(-1, 0)

Względem Oy :
2∫
−1

 y
2∫

y2
2 −1

(
−2x+ y2

)
dx

 dy = . . . = 2∫
−1

(
y4

4 −
y3

4 − y
2 + y2 + 1

)
dy = . . . = 11780
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Zadanie 7.3.39
Obliczyć

∫∫
D

(
x
2 + y − 1

)
dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi x = −3y2 + 3y, oraz x = 3y − 3

Rozwiązanie:
2.01.51.00.50.00.51.01.52.0

y

7

6

5

4

3

2

1

0

1
x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

y=1
2

9 12x
6

y= 9 12x
6 + 1

2
y=x

3 + 1
A=(-6, -1)
B=(0, 1)
W=(3/4, 1/2)

6 4 2 0
x

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

y

x= 3y2 + 3y
x=3y 3
A=(-6, -1)
B=(0, 1)
W=(3/4, 1/2)

Względem Oy :
1∫
−1

(
−3y2+3y∫
3y−3

(
x
2 + y − 1

)
dx

)
dy = . . . =

1∫
−1

(
9y4

4 −
15y3

2 + 3y
2 + 15y2 −

21
4

)
dy = . . . =

− 385

Zadanie 7.3.40
Obliczyć

∫∫
D

(−2x+ y) dx dy gdzie D - obszar ograniczony krzywymi y = 2x2 + 2x+ 32 , oraz y = 32 − 2x

Rozwiązanie:
4 3 2 1 0 1 2

x

0

1

2

3

4

5

6

y

Obszar ca kowania wzgl dem Ox

y=2x2 + 2x + 3
2

y=3
2 2x

A=(-2, 11/2)
B=(0, 3/2)
W=(-1/2, 1)

0123456
y

4

3

2

1

0

1

2

x

Obszar ca kowania wzgl dem osi Oy

x= 2y 2
2

1
2

x= 2y 2
2

1
2

x=3
4

y
2

A=(-2, 11/2)
B=(0, 3/2)
W=(-1/2, 1)

Względem Ox :
0∫
−2

( 3
2−2x∫

2x2+2x+ 32

(−2x+ y) dy

)
dx = . . . =

0∫
−2

(
−2x4 + 5x2 − 6x

)
dx = . . . = 18815

132 12 września 2024, 14:32


	Granice
	Granice ciągów
	Granice funkcji

	Styczna i normalna
	Monotoniczność
	Całka nieoznaczona
	Całkowanie przez części
	Całkowanie przez podstawianie
	Całkowanie ułamków prostych 1-go rodzaju
	Całkowanie ułamków prostych 2-go rodzaju
	Całkowanie funkcji wymiernych

	Całka oznaczona
	Pole obszaru

	Szeregi Fouriera
	Szeregi Fouriera

	Funkcje dwóch zmiennych
	Płaszczyzna styczna
	Całki podwójne po obszarze trójkątnym
	Całki podwójne po obszarze ograniczonym wykresami krzywych


	49.Plus: 
	49.Reset: 
	49.Minus: 
	49.EndRight: 
	49.StepRight: 
	49.PlayPauseRight: 
	49.PlayRight: 
	49.PauseRight: 
	49.PlayPauseLeft: 
	49.PlayLeft: 
	49.PauseLeft: 
	49.StepLeft: 
	49.EndLeft: 
	anm49: 
	49.33: 
	49.32: 
	49.31: 
	49.30: 
	49.29: 
	49.28: 
	49.27: 
	49.26: 
	49.25: 
	49.24: 
	49.23: 
	49.22: 
	49.21: 
	49.20: 
	49.19: 
	49.18: 
	49.17: 
	49.16: 
	49.15: 
	49.14: 
	49.13: 
	49.12: 
	49.11: 
	49.10: 
	49.9: 
	49.8: 
	49.7: 
	49.6: 
	49.5: 
	49.4: 
	49.3: 
	49.2: 
	49.1: 
	49.0: 
	48.Plus: 
	48.Reset: 
	48.Minus: 
	48.EndRight: 
	48.StepRight: 
	48.PlayPauseRight: 
	48.PlayRight: 
	48.PauseRight: 
	48.PlayPauseLeft: 
	48.PlayLeft: 
	48.PauseLeft: 
	48.StepLeft: 
	48.EndLeft: 
	anm48: 
	48.33: 
	48.32: 
	48.31: 
	48.30: 
	48.29: 
	48.28: 
	48.27: 
	48.26: 
	48.25: 
	48.24: 
	48.23: 
	48.22: 
	48.21: 
	48.20: 
	48.19: 
	48.18: 
	48.17: 
	48.16: 
	48.15: 
	48.14: 
	48.13: 
	48.12: 
	48.11: 
	48.10: 
	48.9: 
	48.8: 
	48.7: 
	48.6: 
	48.5: 
	48.4: 
	48.3: 
	48.2: 
	48.1: 
	48.0: 
	47.Plus: 
	47.Reset: 
	47.Minus: 
	47.EndRight: 
	47.StepRight: 
	47.PlayPauseRight: 
	47.PlayRight: 
	47.PauseRight: 
	47.PlayPauseLeft: 
	47.PlayLeft: 
	47.PauseLeft: 
	47.StepLeft: 
	47.EndLeft: 
	anm47: 
	47.33: 
	47.32: 
	47.31: 
	47.30: 
	47.29: 
	47.28: 
	47.27: 
	47.26: 
	47.25: 
	47.24: 
	47.23: 
	47.22: 
	47.21: 
	47.20: 
	47.19: 
	47.18: 
	47.17: 
	47.16: 
	47.15: 
	47.14: 
	47.13: 
	47.12: 
	47.11: 
	47.10: 
	47.9: 
	47.8: 
	47.7: 
	47.6: 
	47.5: 
	47.4: 
	47.3: 
	47.2: 
	47.1: 
	47.0: 
	46.Plus: 
	46.Reset: 
	46.Minus: 
	46.EndRight: 
	46.StepRight: 
	46.PlayPauseRight: 
	46.PlayRight: 
	46.PauseRight: 
	46.PlayPauseLeft: 
	46.PlayLeft: 
	46.PauseLeft: 
	46.StepLeft: 
	46.EndLeft: 
	anm46: 
	46.33: 
	46.32: 
	46.31: 
	46.30: 
	46.29: 
	46.28: 
	46.27: 
	46.26: 
	46.25: 
	46.24: 
	46.23: 
	46.22: 
	46.21: 
	46.20: 
	46.19: 
	46.18: 
	46.17: 
	46.16: 
	46.15: 
	46.14: 
	46.13: 
	46.12: 
	46.11: 
	46.10: 
	46.9: 
	46.8: 
	46.7: 
	46.6: 
	46.5: 
	46.4: 
	46.3: 
	46.2: 
	46.1: 
	46.0: 
	45.Plus: 
	45.Reset: 
	45.Minus: 
	45.EndRight: 
	45.StepRight: 
	45.PlayPauseRight: 
	45.PlayRight: 
	45.PauseRight: 
	45.PlayPauseLeft: 
	45.PlayLeft: 
	45.PauseLeft: 
	45.StepLeft: 
	45.EndLeft: 
	anm45: 
	45.33: 
	45.32: 
	45.31: 
	45.30: 
	45.29: 
	45.28: 
	45.27: 
	45.26: 
	45.25: 
	45.24: 
	45.23: 
	45.22: 
	45.21: 
	45.20: 
	45.19: 
	45.18: 
	45.17: 
	45.16: 
	45.15: 
	45.14: 
	45.13: 
	45.12: 
	45.11: 
	45.10: 
	45.9: 
	45.8: 
	45.7: 
	45.6: 
	45.5: 
	45.4: 
	45.3: 
	45.2: 
	45.1: 
	45.0: 
	44.Plus: 
	44.Reset: 
	44.Minus: 
	44.EndRight: 
	44.StepRight: 
	44.PlayPauseRight: 
	44.PlayRight: 
	44.PauseRight: 
	44.PlayPauseLeft: 
	44.PlayLeft: 
	44.PauseLeft: 
	44.StepLeft: 
	44.EndLeft: 
	anm44: 
	44.33: 
	44.32: 
	44.31: 
	44.30: 
	44.29: 
	44.28: 
	44.27: 
	44.26: 
	44.25: 
	44.24: 
	44.23: 
	44.22: 
	44.21: 
	44.20: 
	44.19: 
	44.18: 
	44.17: 
	44.16: 
	44.15: 
	44.14: 
	44.13: 
	44.12: 
	44.11: 
	44.10: 
	44.9: 
	44.8: 
	44.7: 
	44.6: 
	44.5: 
	44.4: 
	44.3: 
	44.2: 
	44.1: 
	44.0: 
	43.Plus: 
	43.Reset: 
	43.Minus: 
	43.EndRight: 
	43.StepRight: 
	43.PlayPauseRight: 
	43.PlayRight: 
	43.PauseRight: 
	43.PlayPauseLeft: 
	43.PlayLeft: 
	43.PauseLeft: 
	43.StepLeft: 
	43.EndLeft: 
	anm43: 
	43.33: 
	43.32: 
	43.31: 
	43.30: 
	43.29: 
	43.28: 
	43.27: 
	43.26: 
	43.25: 
	43.24: 
	43.23: 
	43.22: 
	43.21: 
	43.20: 
	43.19: 
	43.18: 
	43.17: 
	43.16: 
	43.15: 
	43.14: 
	43.13: 
	43.12: 
	43.11: 
	43.10: 
	43.9: 
	43.8: 
	43.7: 
	43.6: 
	43.5: 
	43.4: 
	43.3: 
	43.2: 
	43.1: 
	43.0: 
	42.Plus: 
	42.Reset: 
	42.Minus: 
	42.EndRight: 
	42.StepRight: 
	42.PlayPauseRight: 
	42.PlayRight: 
	42.PauseRight: 
	42.PlayPauseLeft: 
	42.PlayLeft: 
	42.PauseLeft: 
	42.StepLeft: 
	42.EndLeft: 
	anm42: 
	42.33: 
	42.32: 
	42.31: 
	42.30: 
	42.29: 
	42.28: 
	42.27: 
	42.26: 
	42.25: 
	42.24: 
	42.23: 
	42.22: 
	42.21: 
	42.20: 
	42.19: 
	42.18: 
	42.17: 
	42.16: 
	42.15: 
	42.14: 
	42.13: 
	42.12: 
	42.11: 
	42.10: 
	42.9: 
	42.8: 
	42.7: 
	42.6: 
	42.5: 
	42.4: 
	42.3: 
	42.2: 
	42.1: 
	42.0: 
	41.Plus: 
	41.Reset: 
	41.Minus: 
	41.EndRight: 
	41.StepRight: 
	41.PlayPauseRight: 
	41.PlayRight: 
	41.PauseRight: 
	41.PlayPauseLeft: 
	41.PlayLeft: 
	41.PauseLeft: 
	41.StepLeft: 
	41.EndLeft: 
	anm41: 
	41.33: 
	41.32: 
	41.31: 
	41.30: 
	41.29: 
	41.28: 
	41.27: 
	41.26: 
	41.25: 
	41.24: 
	41.23: 
	41.22: 
	41.21: 
	41.20: 
	41.19: 
	41.18: 
	41.17: 
	41.16: 
	41.15: 
	41.14: 
	41.13: 
	41.12: 
	41.11: 
	41.10: 
	41.9: 
	41.8: 
	41.7: 
	41.6: 
	41.5: 
	41.4: 
	41.3: 
	41.2: 
	41.1: 
	41.0: 
	40.Plus: 
	40.Reset: 
	40.Minus: 
	40.EndRight: 
	40.StepRight: 
	40.PlayPauseRight: 
	40.PlayRight: 
	40.PauseRight: 
	40.PlayPauseLeft: 
	40.PlayLeft: 
	40.PauseLeft: 
	40.StepLeft: 
	40.EndLeft: 
	anm40: 
	40.33: 
	40.32: 
	40.31: 
	40.30: 
	40.29: 
	40.28: 
	40.27: 
	40.26: 
	40.25: 
	40.24: 
	40.23: 
	40.22: 
	40.21: 
	40.20: 
	40.19: 
	40.18: 
	40.17: 
	40.16: 
	40.15: 
	40.14: 
	40.13: 
	40.12: 
	40.11: 
	40.10: 
	40.9: 
	40.8: 
	40.7: 
	40.6: 
	40.5: 
	40.4: 
	40.3: 
	40.2: 
	40.1: 
	40.0: 
	39.Plus: 
	39.Reset: 
	39.Minus: 
	39.EndRight: 
	39.StepRight: 
	39.PlayPauseRight: 
	39.PlayRight: 
	39.PauseRight: 
	39.PlayPauseLeft: 
	39.PlayLeft: 
	39.PauseLeft: 
	39.StepLeft: 
	39.EndLeft: 
	anm39: 
	39.33: 
	39.32: 
	39.31: 
	39.30: 
	39.29: 
	39.28: 
	39.27: 
	39.26: 
	39.25: 
	39.24: 
	39.23: 
	39.22: 
	39.21: 
	39.20: 
	39.19: 
	39.18: 
	39.17: 
	39.16: 
	39.15: 
	39.14: 
	39.13: 
	39.12: 
	39.11: 
	39.10: 
	39.9: 
	39.8: 
	39.7: 
	39.6: 
	39.5: 
	39.4: 
	39.3: 
	39.2: 
	39.1: 
	39.0: 
	38.Plus: 
	38.Reset: 
	38.Minus: 
	38.EndRight: 
	38.StepRight: 
	38.PlayPauseRight: 
	38.PlayRight: 
	38.PauseRight: 
	38.PlayPauseLeft: 
	38.PlayLeft: 
	38.PauseLeft: 
	38.StepLeft: 
	38.EndLeft: 
	anm38: 
	38.33: 
	38.32: 
	38.31: 
	38.30: 
	38.29: 
	38.28: 
	38.27: 
	38.26: 
	38.25: 
	38.24: 
	38.23: 
	38.22: 
	38.21: 
	38.20: 
	38.19: 
	38.18: 
	38.17: 
	38.16: 
	38.15: 
	38.14: 
	38.13: 
	38.12: 
	38.11: 
	38.10: 
	38.9: 
	38.8: 
	38.7: 
	38.6: 
	38.5: 
	38.4: 
	38.3: 
	38.2: 
	38.1: 
	38.0: 
	37.Plus: 
	37.Reset: 
	37.Minus: 
	37.EndRight: 
	37.StepRight: 
	37.PlayPauseRight: 
	37.PlayRight: 
	37.PauseRight: 
	37.PlayPauseLeft: 
	37.PlayLeft: 
	37.PauseLeft: 
	37.StepLeft: 
	37.EndLeft: 
	anm37: 
	37.33: 
	37.32: 
	37.31: 
	37.30: 
	37.29: 
	37.28: 
	37.27: 
	37.26: 
	37.25: 
	37.24: 
	37.23: 
	37.22: 
	37.21: 
	37.20: 
	37.19: 
	37.18: 
	37.17: 
	37.16: 
	37.15: 
	37.14: 
	37.13: 
	37.12: 
	37.11: 
	37.10: 
	37.9: 
	37.8: 
	37.7: 
	37.6: 
	37.5: 
	37.4: 
	37.3: 
	37.2: 
	37.1: 
	37.0: 
	36.Plus: 
	36.Reset: 
	36.Minus: 
	36.EndRight: 
	36.StepRight: 
	36.PlayPauseRight: 
	36.PlayRight: 
	36.PauseRight: 
	36.PlayPauseLeft: 
	36.PlayLeft: 
	36.PauseLeft: 
	36.StepLeft: 
	36.EndLeft: 
	anm36: 
	36.33: 
	36.32: 
	36.31: 
	36.30: 
	36.29: 
	36.28: 
	36.27: 
	36.26: 
	36.25: 
	36.24: 
	36.23: 
	36.22: 
	36.21: 
	36.20: 
	36.19: 
	36.18: 
	36.17: 
	36.16: 
	36.15: 
	36.14: 
	36.13: 
	36.12: 
	36.11: 
	36.10: 
	36.9: 
	36.8: 
	36.7: 
	36.6: 
	36.5: 
	36.4: 
	36.3: 
	36.2: 
	36.1: 
	36.0: 
	35.Plus: 
	35.Reset: 
	35.Minus: 
	35.EndRight: 
	35.StepRight: 
	35.PlayPauseRight: 
	35.PlayRight: 
	35.PauseRight: 
	35.PlayPauseLeft: 
	35.PlayLeft: 
	35.PauseLeft: 
	35.StepLeft: 
	35.EndLeft: 
	anm35: 
	35.33: 
	35.32: 
	35.31: 
	35.30: 
	35.29: 
	35.28: 
	35.27: 
	35.26: 
	35.25: 
	35.24: 
	35.23: 
	35.22: 
	35.21: 
	35.20: 
	35.19: 
	35.18: 
	35.17: 
	35.16: 
	35.15: 
	35.14: 
	35.13: 
	35.12: 
	35.11: 
	35.10: 
	35.9: 
	35.8: 
	35.7: 
	35.6: 
	35.5: 
	35.4: 
	35.3: 
	35.2: 
	35.1: 
	35.0: 
	34.Plus: 
	34.Reset: 
	34.Minus: 
	34.EndRight: 
	34.StepRight: 
	34.PlayPauseRight: 
	34.PlayRight: 
	34.PauseRight: 
	34.PlayPauseLeft: 
	34.PlayLeft: 
	34.PauseLeft: 
	34.StepLeft: 
	34.EndLeft: 
	anm34: 
	34.33: 
	34.32: 
	34.31: 
	34.30: 
	34.29: 
	34.28: 
	34.27: 
	34.26: 
	34.25: 
	34.24: 
	34.23: 
	34.22: 
	34.21: 
	34.20: 
	34.19: 
	34.18: 
	34.17: 
	34.16: 
	34.15: 
	34.14: 
	34.13: 
	34.12: 
	34.11: 
	34.10: 
	34.9: 
	34.8: 
	34.7: 
	34.6: 
	34.5: 
	34.4: 
	34.3: 
	34.2: 
	34.1: 
	34.0: 
	33.Plus: 
	33.Reset: 
	33.Minus: 
	33.EndRight: 
	33.StepRight: 
	33.PlayPauseRight: 
	33.PlayRight: 
	33.PauseRight: 
	33.PlayPauseLeft: 
	33.PlayLeft: 
	33.PauseLeft: 
	33.StepLeft: 
	33.EndLeft: 
	anm33: 
	33.33: 
	33.32: 
	33.31: 
	33.30: 
	33.29: 
	33.28: 
	33.27: 
	33.26: 
	33.25: 
	33.24: 
	33.23: 
	33.22: 
	33.21: 
	33.20: 
	33.19: 
	33.18: 
	33.17: 
	33.16: 
	33.15: 
	33.14: 
	33.13: 
	33.12: 
	33.11: 
	33.10: 
	33.9: 
	33.8: 
	33.7: 
	33.6: 
	33.5: 
	33.4: 
	33.3: 
	33.2: 
	33.1: 
	33.0: 
	32.Plus: 
	32.Reset: 
	32.Minus: 
	32.EndRight: 
	32.StepRight: 
	32.PlayPauseRight: 
	32.PlayRight: 
	32.PauseRight: 
	32.PlayPauseLeft: 
	32.PlayLeft: 
	32.PauseLeft: 
	32.StepLeft: 
	32.EndLeft: 
	anm32: 
	32.33: 
	32.32: 
	32.31: 
	32.30: 
	32.29: 
	32.28: 
	32.27: 
	32.26: 
	32.25: 
	32.24: 
	32.23: 
	32.22: 
	32.21: 
	32.20: 
	32.19: 
	32.18: 
	32.17: 
	32.16: 
	32.15: 
	32.14: 
	32.13: 
	32.12: 
	32.11: 
	32.10: 
	32.9: 
	32.8: 
	32.7: 
	32.6: 
	32.5: 
	32.4: 
	32.3: 
	32.2: 
	32.1: 
	32.0: 
	31.Plus: 
	31.Reset: 
	31.Minus: 
	31.EndRight: 
	31.StepRight: 
	31.PlayPauseRight: 
	31.PlayRight: 
	31.PauseRight: 
	31.PlayPauseLeft: 
	31.PlayLeft: 
	31.PauseLeft: 
	31.StepLeft: 
	31.EndLeft: 
	anm31: 
	31.33: 
	31.32: 
	31.31: 
	31.30: 
	31.29: 
	31.28: 
	31.27: 
	31.26: 
	31.25: 
	31.24: 
	31.23: 
	31.22: 
	31.21: 
	31.20: 
	31.19: 
	31.18: 
	31.17: 
	31.16: 
	31.15: 
	31.14: 
	31.13: 
	31.12: 
	31.11: 
	31.10: 
	31.9: 
	31.8: 
	31.7: 
	31.6: 
	31.5: 
	31.4: 
	31.3: 
	31.2: 
	31.1: 
	31.0: 
	30.Plus: 
	30.Reset: 
	30.Minus: 
	30.EndRight: 
	30.StepRight: 
	30.PlayPauseRight: 
	30.PlayRight: 
	30.PauseRight: 
	30.PlayPauseLeft: 
	30.PlayLeft: 
	30.PauseLeft: 
	30.StepLeft: 
	30.EndLeft: 
	anm30: 
	30.33: 
	30.32: 
	30.31: 
	30.30: 
	30.29: 
	30.28: 
	30.27: 
	30.26: 
	30.25: 
	30.24: 
	30.23: 
	30.22: 
	30.21: 
	30.20: 
	30.19: 
	30.18: 
	30.17: 
	30.16: 
	30.15: 
	30.14: 
	30.13: 
	30.12: 
	30.11: 
	30.10: 
	30.9: 
	30.8: 
	30.7: 
	30.6: 
	30.5: 
	30.4: 
	30.3: 
	30.2: 
	30.1: 
	30.0: 
	29.Plus: 
	29.Reset: 
	29.Minus: 
	29.EndRight: 
	29.StepRight: 
	29.PlayPauseRight: 
	29.PlayRight: 
	29.PauseRight: 
	29.PlayPauseLeft: 
	29.PlayLeft: 
	29.PauseLeft: 
	29.StepLeft: 
	29.EndLeft: 
	anm29: 
	29.33: 
	29.32: 
	29.31: 
	29.30: 
	29.29: 
	29.28: 
	29.27: 
	29.26: 
	29.25: 
	29.24: 
	29.23: 
	29.22: 
	29.21: 
	29.20: 
	29.19: 
	29.18: 
	29.17: 
	29.16: 
	29.15: 
	29.14: 
	29.13: 
	29.12: 
	29.11: 
	29.10: 
	29.9: 
	29.8: 
	29.7: 
	29.6: 
	29.5: 
	29.4: 
	29.3: 
	29.2: 
	29.1: 
	29.0: 
	28.Plus: 
	28.Reset: 
	28.Minus: 
	28.EndRight: 
	28.StepRight: 
	28.PlayPauseRight: 
	28.PlayRight: 
	28.PauseRight: 
	28.PlayPauseLeft: 
	28.PlayLeft: 
	28.PauseLeft: 
	28.StepLeft: 
	28.EndLeft: 
	anm28: 
	28.33: 
	28.32: 
	28.31: 
	28.30: 
	28.29: 
	28.28: 
	28.27: 
	28.26: 
	28.25: 
	28.24: 
	28.23: 
	28.22: 
	28.21: 
	28.20: 
	28.19: 
	28.18: 
	28.17: 
	28.16: 
	28.15: 
	28.14: 
	28.13: 
	28.12: 
	28.11: 
	28.10: 
	28.9: 
	28.8: 
	28.7: 
	28.6: 
	28.5: 
	28.4: 
	28.3: 
	28.2: 
	28.1: 
	28.0: 
	27.Plus: 
	27.Reset: 
	27.Minus: 
	27.EndRight: 
	27.StepRight: 
	27.PlayPauseRight: 
	27.PlayRight: 
	27.PauseRight: 
	27.PlayPauseLeft: 
	27.PlayLeft: 
	27.PauseLeft: 
	27.StepLeft: 
	27.EndLeft: 
	anm27: 
	27.33: 
	27.32: 
	27.31: 
	27.30: 
	27.29: 
	27.28: 
	27.27: 
	27.26: 
	27.25: 
	27.24: 
	27.23: 
	27.22: 
	27.21: 
	27.20: 
	27.19: 
	27.18: 
	27.17: 
	27.16: 
	27.15: 
	27.14: 
	27.13: 
	27.12: 
	27.11: 
	27.10: 
	27.9: 
	27.8: 
	27.7: 
	27.6: 
	27.5: 
	27.4: 
	27.3: 
	27.2: 
	27.1: 
	27.0: 
	26.Plus: 
	26.Reset: 
	26.Minus: 
	26.EndRight: 
	26.StepRight: 
	26.PlayPauseRight: 
	26.PlayRight: 
	26.PauseRight: 
	26.PlayPauseLeft: 
	26.PlayLeft: 
	26.PauseLeft: 
	26.StepLeft: 
	26.EndLeft: 
	anm26: 
	26.33: 
	26.32: 
	26.31: 
	26.30: 
	26.29: 
	26.28: 
	26.27: 
	26.26: 
	26.25: 
	26.24: 
	26.23: 
	26.22: 
	26.21: 
	26.20: 
	26.19: 
	26.18: 
	26.17: 
	26.16: 
	26.15: 
	26.14: 
	26.13: 
	26.12: 
	26.11: 
	26.10: 
	26.9: 
	26.8: 
	26.7: 
	26.6: 
	26.5: 
	26.4: 
	26.3: 
	26.2: 
	26.1: 
	26.0: 
	25.Plus: 
	25.Reset: 
	25.Minus: 
	25.EndRight: 
	25.StepRight: 
	25.PlayPauseRight: 
	25.PlayRight: 
	25.PauseRight: 
	25.PlayPauseLeft: 
	25.PlayLeft: 
	25.PauseLeft: 
	25.StepLeft: 
	25.EndLeft: 
	anm25: 
	25.33: 
	25.32: 
	25.31: 
	25.30: 
	25.29: 
	25.28: 
	25.27: 
	25.26: 
	25.25: 
	25.24: 
	25.23: 
	25.22: 
	25.21: 
	25.20: 
	25.19: 
	25.18: 
	25.17: 
	25.16: 
	25.15: 
	25.14: 
	25.13: 
	25.12: 
	25.11: 
	25.10: 
	25.9: 
	25.8: 
	25.7: 
	25.6: 
	25.5: 
	25.4: 
	25.3: 
	25.2: 
	25.1: 
	25.0: 
	24.Plus: 
	24.Reset: 
	24.Minus: 
	24.EndRight: 
	24.StepRight: 
	24.PlayPauseRight: 
	24.PlayRight: 
	24.PauseRight: 
	24.PlayPauseLeft: 
	24.PlayLeft: 
	24.PauseLeft: 
	24.StepLeft: 
	24.EndLeft: 
	anm24: 
	24.33: 
	24.32: 
	24.31: 
	24.30: 
	24.29: 
	24.28: 
	24.27: 
	24.26: 
	24.25: 
	24.24: 
	24.23: 
	24.22: 
	24.21: 
	24.20: 
	24.19: 
	24.18: 
	24.17: 
	24.16: 
	24.15: 
	24.14: 
	24.13: 
	24.12: 
	24.11: 
	24.10: 
	24.9: 
	24.8: 
	24.7: 
	24.6: 
	24.5: 
	24.4: 
	24.3: 
	24.2: 
	24.1: 
	24.0: 
	23.Plus: 
	23.Reset: 
	23.Minus: 
	23.EndRight: 
	23.StepRight: 
	23.PlayPauseRight: 
	23.PlayRight: 
	23.PauseRight: 
	23.PlayPauseLeft: 
	23.PlayLeft: 
	23.PauseLeft: 
	23.StepLeft: 
	23.EndLeft: 
	anm23: 
	23.33: 
	23.32: 
	23.31: 
	23.30: 
	23.29: 
	23.28: 
	23.27: 
	23.26: 
	23.25: 
	23.24: 
	23.23: 
	23.22: 
	23.21: 
	23.20: 
	23.19: 
	23.18: 
	23.17: 
	23.16: 
	23.15: 
	23.14: 
	23.13: 
	23.12: 
	23.11: 
	23.10: 
	23.9: 
	23.8: 
	23.7: 
	23.6: 
	23.5: 
	23.4: 
	23.3: 
	23.2: 
	23.1: 
	23.0: 
	22.Plus: 
	22.Reset: 
	22.Minus: 
	22.EndRight: 
	22.StepRight: 
	22.PlayPauseRight: 
	22.PlayRight: 
	22.PauseRight: 
	22.PlayPauseLeft: 
	22.PlayLeft: 
	22.PauseLeft: 
	22.StepLeft: 
	22.EndLeft: 
	anm22: 
	22.33: 
	22.32: 
	22.31: 
	22.30: 
	22.29: 
	22.28: 
	22.27: 
	22.26: 
	22.25: 
	22.24: 
	22.23: 
	22.22: 
	22.21: 
	22.20: 
	22.19: 
	22.18: 
	22.17: 
	22.16: 
	22.15: 
	22.14: 
	22.13: 
	22.12: 
	22.11: 
	22.10: 
	22.9: 
	22.8: 
	22.7: 
	22.6: 
	22.5: 
	22.4: 
	22.3: 
	22.2: 
	22.1: 
	22.0: 
	21.Plus: 
	21.Reset: 
	21.Minus: 
	21.EndRight: 
	21.StepRight: 
	21.PlayPauseRight: 
	21.PlayRight: 
	21.PauseRight: 
	21.PlayPauseLeft: 
	21.PlayLeft: 
	21.PauseLeft: 
	21.StepLeft: 
	21.EndLeft: 
	anm21: 
	21.33: 
	21.32: 
	21.31: 
	21.30: 
	21.29: 
	21.28: 
	21.27: 
	21.26: 
	21.25: 
	21.24: 
	21.23: 
	21.22: 
	21.21: 
	21.20: 
	21.19: 
	21.18: 
	21.17: 
	21.16: 
	21.15: 
	21.14: 
	21.13: 
	21.12: 
	21.11: 
	21.10: 
	21.9: 
	21.8: 
	21.7: 
	21.6: 
	21.5: 
	21.4: 
	21.3: 
	21.2: 
	21.1: 
	21.0: 
	20.Plus: 
	20.Reset: 
	20.Minus: 
	20.EndRight: 
	20.StepRight: 
	20.PlayPauseRight: 
	20.PlayRight: 
	20.PauseRight: 
	20.PlayPauseLeft: 
	20.PlayLeft: 
	20.PauseLeft: 
	20.StepLeft: 
	20.EndLeft: 
	anm20: 
	20.33: 
	20.32: 
	20.31: 
	20.30: 
	20.29: 
	20.28: 
	20.27: 
	20.26: 
	20.25: 
	20.24: 
	20.23: 
	20.22: 
	20.21: 
	20.20: 
	20.19: 
	20.18: 
	20.17: 
	20.16: 
	20.15: 
	20.14: 
	20.13: 
	20.12: 
	20.11: 
	20.10: 
	20.9: 
	20.8: 
	20.7: 
	20.6: 
	20.5: 
	20.4: 
	20.3: 
	20.2: 
	20.1: 
	20.0: 
	19.Plus: 
	19.Reset: 
	19.Minus: 
	19.EndRight: 
	19.StepRight: 
	19.PlayPauseRight: 
	19.PlayRight: 
	19.PauseRight: 
	19.PlayPauseLeft: 
	19.PlayLeft: 
	19.PauseLeft: 
	19.StepLeft: 
	19.EndLeft: 
	anm19: 
	19.33: 
	19.32: 
	19.31: 
	19.30: 
	19.29: 
	19.28: 
	19.27: 
	19.26: 
	19.25: 
	19.24: 
	19.23: 
	19.22: 
	19.21: 
	19.20: 
	19.19: 
	19.18: 
	19.17: 
	19.16: 
	19.15: 
	19.14: 
	19.13: 
	19.12: 
	19.11: 
	19.10: 
	19.9: 
	19.8: 
	19.7: 
	19.6: 
	19.5: 
	19.4: 
	19.3: 
	19.2: 
	19.1: 
	19.0: 
	18.Plus: 
	18.Reset: 
	18.Minus: 
	18.EndRight: 
	18.StepRight: 
	18.PlayPauseRight: 
	18.PlayRight: 
	18.PauseRight: 
	18.PlayPauseLeft: 
	18.PlayLeft: 
	18.PauseLeft: 
	18.StepLeft: 
	18.EndLeft: 
	anm18: 
	18.33: 
	18.32: 
	18.31: 
	18.30: 
	18.29: 
	18.28: 
	18.27: 
	18.26: 
	18.25: 
	18.24: 
	18.23: 
	18.22: 
	18.21: 
	18.20: 
	18.19: 
	18.18: 
	18.17: 
	18.16: 
	18.15: 
	18.14: 
	18.13: 
	18.12: 
	18.11: 
	18.10: 
	18.9: 
	18.8: 
	18.7: 
	18.6: 
	18.5: 
	18.4: 
	18.3: 
	18.2: 
	18.1: 
	18.0: 
	17.Plus: 
	17.Reset: 
	17.Minus: 
	17.EndRight: 
	17.StepRight: 
	17.PlayPauseRight: 
	17.PlayRight: 
	17.PauseRight: 
	17.PlayPauseLeft: 
	17.PlayLeft: 
	17.PauseLeft: 
	17.StepLeft: 
	17.EndLeft: 
	anm17: 
	17.33: 
	17.32: 
	17.31: 
	17.30: 
	17.29: 
	17.28: 
	17.27: 
	17.26: 
	17.25: 
	17.24: 
	17.23: 
	17.22: 
	17.21: 
	17.20: 
	17.19: 
	17.18: 
	17.17: 
	17.16: 
	17.15: 
	17.14: 
	17.13: 
	17.12: 
	17.11: 
	17.10: 
	17.9: 
	17.8: 
	17.7: 
	17.6: 
	17.5: 
	17.4: 
	17.3: 
	17.2: 
	17.1: 
	17.0: 
	16.Plus: 
	16.Reset: 
	16.Minus: 
	16.EndRight: 
	16.StepRight: 
	16.PlayPauseRight: 
	16.PlayRight: 
	16.PauseRight: 
	16.PlayPauseLeft: 
	16.PlayLeft: 
	16.PauseLeft: 
	16.StepLeft: 
	16.EndLeft: 
	anm16: 
	16.33: 
	16.32: 
	16.31: 
	16.30: 
	16.29: 
	16.28: 
	16.27: 
	16.26: 
	16.25: 
	16.24: 
	16.23: 
	16.22: 
	16.21: 
	16.20: 
	16.19: 
	16.18: 
	16.17: 
	16.16: 
	16.15: 
	16.14: 
	16.13: 
	16.12: 
	16.11: 
	16.10: 
	16.9: 
	16.8: 
	16.7: 
	16.6: 
	16.5: 
	16.4: 
	16.3: 
	16.2: 
	16.1: 
	16.0: 
	15.Plus: 
	15.Reset: 
	15.Minus: 
	15.EndRight: 
	15.StepRight: 
	15.PlayPauseRight: 
	15.PlayRight: 
	15.PauseRight: 
	15.PlayPauseLeft: 
	15.PlayLeft: 
	15.PauseLeft: 
	15.StepLeft: 
	15.EndLeft: 
	anm15: 
	15.33: 
	15.32: 
	15.31: 
	15.30: 
	15.29: 
	15.28: 
	15.27: 
	15.26: 
	15.25: 
	15.24: 
	15.23: 
	15.22: 
	15.21: 
	15.20: 
	15.19: 
	15.18: 
	15.17: 
	15.16: 
	15.15: 
	15.14: 
	15.13: 
	15.12: 
	15.11: 
	15.10: 
	15.9: 
	15.8: 
	15.7: 
	15.6: 
	15.5: 
	15.4: 
	15.3: 
	15.2: 
	15.1: 
	15.0: 
	14.Plus: 
	14.Reset: 
	14.Minus: 
	14.EndRight: 
	14.StepRight: 
	14.PlayPauseRight: 
	14.PlayRight: 
	14.PauseRight: 
	14.PlayPauseLeft: 
	14.PlayLeft: 
	14.PauseLeft: 
	14.StepLeft: 
	14.EndLeft: 
	anm14: 
	14.33: 
	14.32: 
	14.31: 
	14.30: 
	14.29: 
	14.28: 
	14.27: 
	14.26: 
	14.25: 
	14.24: 
	14.23: 
	14.22: 
	14.21: 
	14.20: 
	14.19: 
	14.18: 
	14.17: 
	14.16: 
	14.15: 
	14.14: 
	14.13: 
	14.12: 
	14.11: 
	14.10: 
	14.9: 
	14.8: 
	14.7: 
	14.6: 
	14.5: 
	14.4: 
	14.3: 
	14.2: 
	14.1: 
	14.0: 
	13.Plus: 
	13.Reset: 
	13.Minus: 
	13.EndRight: 
	13.StepRight: 
	13.PlayPauseRight: 
	13.PlayRight: 
	13.PauseRight: 
	13.PlayPauseLeft: 
	13.PlayLeft: 
	13.PauseLeft: 
	13.StepLeft: 
	13.EndLeft: 
	anm13: 
	13.33: 
	13.32: 
	13.31: 
	13.30: 
	13.29: 
	13.28: 
	13.27: 
	13.26: 
	13.25: 
	13.24: 
	13.23: 
	13.22: 
	13.21: 
	13.20: 
	13.19: 
	13.18: 
	13.17: 
	13.16: 
	13.15: 
	13.14: 
	13.13: 
	13.12: 
	13.11: 
	13.10: 
	13.9: 
	13.8: 
	13.7: 
	13.6: 
	13.5: 
	13.4: 
	13.3: 
	13.2: 
	13.1: 
	13.0: 
	12.Plus: 
	12.Reset: 
	12.Minus: 
	12.EndRight: 
	12.StepRight: 
	12.PlayPauseRight: 
	12.PlayRight: 
	12.PauseRight: 
	12.PlayPauseLeft: 
	12.PlayLeft: 
	12.PauseLeft: 
	12.StepLeft: 
	12.EndLeft: 
	anm12: 
	12.33: 
	12.32: 
	12.31: 
	12.30: 
	12.29: 
	12.28: 
	12.27: 
	12.26: 
	12.25: 
	12.24: 
	12.23: 
	12.22: 
	12.21: 
	12.20: 
	12.19: 
	12.18: 
	12.17: 
	12.16: 
	12.15: 
	12.14: 
	12.13: 
	12.12: 
	12.11: 
	12.10: 
	12.9: 
	12.8: 
	12.7: 
	12.6: 
	12.5: 
	12.4: 
	12.3: 
	12.2: 
	12.1: 
	12.0: 
	11.Plus: 
	11.Reset: 
	11.Minus: 
	11.EndRight: 
	11.StepRight: 
	11.PlayPauseRight: 
	11.PlayRight: 
	11.PauseRight: 
	11.PlayPauseLeft: 
	11.PlayLeft: 
	11.PauseLeft: 
	11.StepLeft: 
	11.EndLeft: 
	anm11: 
	11.33: 
	11.32: 
	11.31: 
	11.30: 
	11.29: 
	11.28: 
	11.27: 
	11.26: 
	11.25: 
	11.24: 
	11.23: 
	11.22: 
	11.21: 
	11.20: 
	11.19: 
	11.18: 
	11.17: 
	11.16: 
	11.15: 
	11.14: 
	11.13: 
	11.12: 
	11.11: 
	11.10: 
	11.9: 
	11.8: 
	11.7: 
	11.6: 
	11.5: 
	11.4: 
	11.3: 
	11.2: 
	11.1: 
	11.0: 
	10.Plus: 
	10.Reset: 
	10.Minus: 
	10.EndRight: 
	10.StepRight: 
	10.PlayPauseRight: 
	10.PlayRight: 
	10.PauseRight: 
	10.PlayPauseLeft: 
	10.PlayLeft: 
	10.PauseLeft: 
	10.StepLeft: 
	10.EndLeft: 
	anm10: 
	10.33: 
	10.32: 
	10.31: 
	10.30: 
	10.29: 
	10.28: 
	10.27: 
	10.26: 
	10.25: 
	10.24: 
	10.23: 
	10.22: 
	10.21: 
	10.20: 
	10.19: 
	10.18: 
	10.17: 
	10.16: 
	10.15: 
	10.14: 
	10.13: 
	10.12: 
	10.11: 
	10.10: 
	10.9: 
	10.8: 
	10.7: 
	10.6: 
	10.5: 
	10.4: 
	10.3: 
	10.2: 
	10.1: 
	10.0: 
	9.Plus: 
	9.Reset: 
	9.Minus: 
	9.EndRight: 
	9.StepRight: 
	9.PlayPauseRight: 
	9.PlayRight: 
	9.PauseRight: 
	9.PlayPauseLeft: 
	9.PlayLeft: 
	9.PauseLeft: 
	9.StepLeft: 
	9.EndLeft: 
	anm9: 
	9.33: 
	9.32: 
	9.31: 
	9.30: 
	9.29: 
	9.28: 
	9.27: 
	9.26: 
	9.25: 
	9.24: 
	9.23: 
	9.22: 
	9.21: 
	9.20: 
	9.19: 
	9.18: 
	9.17: 
	9.16: 
	9.15: 
	9.14: 
	9.13: 
	9.12: 
	9.11: 
	9.10: 
	9.9: 
	9.8: 
	9.7: 
	9.6: 
	9.5: 
	9.4: 
	9.3: 
	9.2: 
	9.1: 
	9.0: 
	8.Plus: 
	8.Reset: 
	8.Minus: 
	8.EndRight: 
	8.StepRight: 
	8.PlayPauseRight: 
	8.PlayRight: 
	8.PauseRight: 
	8.PlayPauseLeft: 
	8.PlayLeft: 
	8.PauseLeft: 
	8.StepLeft: 
	8.EndLeft: 
	anm8: 
	8.33: 
	8.32: 
	8.31: 
	8.30: 
	8.29: 
	8.28: 
	8.27: 
	8.26: 
	8.25: 
	8.24: 
	8.23: 
	8.22: 
	8.21: 
	8.20: 
	8.19: 
	8.18: 
	8.17: 
	8.16: 
	8.15: 
	8.14: 
	8.13: 
	8.12: 
	8.11: 
	8.10: 
	8.9: 
	8.8: 
	8.7: 
	8.6: 
	8.5: 
	8.4: 
	8.3: 
	8.2: 
	8.1: 
	8.0: 
	7.Plus: 
	7.Reset: 
	7.Minus: 
	7.EndRight: 
	7.StepRight: 
	7.PlayPauseRight: 
	7.PlayRight: 
	7.PauseRight: 
	7.PlayPauseLeft: 
	7.PlayLeft: 
	7.PauseLeft: 
	7.StepLeft: 
	7.EndLeft: 
	anm7: 
	7.33: 
	7.32: 
	7.31: 
	7.30: 
	7.29: 
	7.28: 
	7.27: 
	7.26: 
	7.25: 
	7.24: 
	7.23: 
	7.22: 
	7.21: 
	7.20: 
	7.19: 
	7.18: 
	7.17: 
	7.16: 
	7.15: 
	7.14: 
	7.13: 
	7.12: 
	7.11: 
	7.10: 
	7.9: 
	7.8: 
	7.7: 
	7.6: 
	7.5: 
	7.4: 
	7.3: 
	7.2: 
	7.1: 
	7.0: 
	6.Plus: 
	6.Reset: 
	6.Minus: 
	6.EndRight: 
	6.StepRight: 
	6.PlayPauseRight: 
	6.PlayRight: 
	6.PauseRight: 
	6.PlayPauseLeft: 
	6.PlayLeft: 
	6.PauseLeft: 
	6.StepLeft: 
	6.EndLeft: 
	anm6: 
	6.33: 
	6.32: 
	6.31: 
	6.30: 
	6.29: 
	6.28: 
	6.27: 
	6.26: 
	6.25: 
	6.24: 
	6.23: 
	6.22: 
	6.21: 
	6.20: 
	6.19: 
	6.18: 
	6.17: 
	6.16: 
	6.15: 
	6.14: 
	6.13: 
	6.12: 
	6.11: 
	6.10: 
	6.9: 
	6.8: 
	6.7: 
	6.6: 
	6.5: 
	6.4: 
	6.3: 
	6.2: 
	6.1: 
	6.0: 
	5.Plus: 
	5.Reset: 
	5.Minus: 
	5.EndRight: 
	5.StepRight: 
	5.PlayPauseRight: 
	5.PlayRight: 
	5.PauseRight: 
	5.PlayPauseLeft: 
	5.PlayLeft: 
	5.PauseLeft: 
	5.StepLeft: 
	5.EndLeft: 
	anm5: 
	5.33: 
	5.32: 
	5.31: 
	5.30: 
	5.29: 
	5.28: 
	5.27: 
	5.26: 
	5.25: 
	5.24: 
	5.23: 
	5.22: 
	5.21: 
	5.20: 
	5.19: 
	5.18: 
	5.17: 
	5.16: 
	5.15: 
	5.14: 
	5.13: 
	5.12: 
	5.11: 
	5.10: 
	5.9: 
	5.8: 
	5.7: 
	5.6: 
	5.5: 
	5.4: 
	5.3: 
	5.2: 
	5.1: 
	5.0: 
	4.Plus: 
	4.Reset: 
	4.Minus: 
	4.EndRight: 
	4.StepRight: 
	4.PlayPauseRight: 
	4.PlayRight: 
	4.PauseRight: 
	4.PlayPauseLeft: 
	4.PlayLeft: 
	4.PauseLeft: 
	4.StepLeft: 
	4.EndLeft: 
	anm4: 
	4.33: 
	4.32: 
	4.31: 
	4.30: 
	4.29: 
	4.28: 
	4.27: 
	4.26: 
	4.25: 
	4.24: 
	4.23: 
	4.22: 
	4.21: 
	4.20: 
	4.19: 
	4.18: 
	4.17: 
	4.16: 
	4.15: 
	4.14: 
	4.13: 
	4.12: 
	4.11: 
	4.10: 
	4.9: 
	4.8: 
	4.7: 
	4.6: 
	4.5: 
	4.4: 
	4.3: 
	4.2: 
	4.1: 
	4.0: 
	3.Plus: 
	3.Reset: 
	3.Minus: 
	3.EndRight: 
	3.StepRight: 
	3.PlayPauseRight: 
	3.PlayRight: 
	3.PauseRight: 
	3.PlayPauseLeft: 
	3.PlayLeft: 
	3.PauseLeft: 
	3.StepLeft: 
	3.EndLeft: 
	anm3: 
	3.33: 
	3.32: 
	3.31: 
	3.30: 
	3.29: 
	3.28: 
	3.27: 
	3.26: 
	3.25: 
	3.24: 
	3.23: 
	3.22: 
	3.21: 
	3.20: 
	3.19: 
	3.18: 
	3.17: 
	3.16: 
	3.15: 
	3.14: 
	3.13: 
	3.12: 
	3.11: 
	3.10: 
	3.9: 
	3.8: 
	3.7: 
	3.6: 
	3.5: 
	3.4: 
	3.3: 
	3.2: 
	3.1: 
	3.0: 
	2.Plus: 
	2.Reset: 
	2.Minus: 
	2.EndRight: 
	2.StepRight: 
	2.PlayPauseRight: 
	2.PlayRight: 
	2.PauseRight: 
	2.PlayPauseLeft: 
	2.PlayLeft: 
	2.PauseLeft: 
	2.StepLeft: 
	2.EndLeft: 
	anm2: 
	2.33: 
	2.32: 
	2.31: 
	2.30: 
	2.29: 
	2.28: 
	2.27: 
	2.26: 
	2.25: 
	2.24: 
	2.23: 
	2.22: 
	2.21: 
	2.20: 
	2.19: 
	2.18: 
	2.17: 
	2.16: 
	2.15: 
	2.14: 
	2.13: 
	2.12: 
	2.11: 
	2.10: 
	2.9: 
	2.8: 
	2.7: 
	2.6: 
	2.5: 
	2.4: 
	2.3: 
	2.2: 
	2.1: 
	2.0: 
	1.Plus: 
	1.Reset: 
	1.Minus: 
	1.EndRight: 
	1.StepRight: 
	1.PlayPauseRight: 
	1.PlayRight: 
	1.PauseRight: 
	1.PlayPauseLeft: 
	1.PlayLeft: 
	1.PauseLeft: 
	1.StepLeft: 
	1.EndLeft: 
	anm1: 
	1.33: 
	1.32: 
	1.31: 
	1.30: 
	1.29: 
	1.28: 
	1.27: 
	1.26: 
	1.25: 
	1.24: 
	1.23: 
	1.22: 
	1.21: 
	1.20: 
	1.19: 
	1.18: 
	1.17: 
	1.16: 
	1.15: 
	1.14: 
	1.13: 
	1.12: 
	1.11: 
	1.10: 
	1.9: 
	1.8: 
	1.7: 
	1.6: 
	1.5: 
	1.4: 
	1.3: 
	1.2: 
	1.1: 
	1.0: 
	0.Plus: 
	0.Reset: 
	0.Minus: 
	0.EndRight: 
	0.StepRight: 
	0.PlayPauseRight: 
	0.PlayRight: 
	0.PauseRight: 
	0.PlayPauseLeft: 
	0.PlayLeft: 
	0.PauseLeft: 
	0.StepLeft: 
	0.EndLeft: 
	anm0: 
	0.33: 
	0.32: 
	0.31: 
	0.30: 
	0.29: 
	0.28: 
	0.27: 
	0.26: 
	0.25: 
	0.24: 
	0.23: 
	0.22: 
	0.21: 
	0.20: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


