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Avant-propos

Ce document rassemble les notions que j’ai comprises depuis les années 90 et qui m’ont
permis avec I’aide de nombreux collaborateurs d’écrire le programme FDMNES. Je dois en
particulier beaucoup a Oana Bunau, co-autrice du code, Rino Natoli, Christian Brouder,
Delphine Cabaret. Il contient deux aspects assez différents : d’une part la théorie générale de
I’absorption X et des spectroscopies dérivées, mais aussi les techniques employées dans
FDMNES pour les simuler. Ce document d’usage d’abord personnel est donc davantage
technique qu’a visée pédagogique.

L’ absorption du rayonnement électro-magnétique dans la matiere, qu’elle soit sous
forme condensée ou gazeuse, est un phénomene d’une trés grande richesse. Cette absorption
s’accompagne d’un transfert d’énergie qui va entrainer des phénomenes physiques, chimiques
ou biologiques de grands intéréts. Par ailleurs le processus méme de I’absorption peut étre
utilisé comme sonde du matériau. On ne s’intéresse plus alors aux modifications induites dans
la matiere (on espere méme souvent qu’elles soient négligeables), mais a la facon dont cette
absorption se produit. Suivant le type de matériau et son épaisseur, suivant I’énergie et la
polarisation du rayonnement incident, on aura des absorptions plus ou moins fortes. On voit
que I’on pourra tirer des informations intéressantes par I’image qu’elle fournit du milieu. Si
celui-ci n’est pas homogene, les zones absorbant plus laisseront moins transmettre de
rayonnement. Une image en négatif des zones a forte absorption sera produite. C’est le principe
méme des radiographies X. Cette absorption dépend de I’épaisseur traversée mais aussi de la
nature du matériau et est caractérisée par la loi de Beer-Lambert qui donne I’intensité transmise
I en fonction du I’intensité du rayonnement incident lo :

_ L
I =1,

ou x est I’épaisseur traversée et u le coefficient d’absorption linéaire.

La section efficace d’absorption dépend de I’énergie et de la polarisation du
rayonnement incident. Si on regarde son évolution en fonction de I’énergie, on constate qu’elle
décroit régulierement, sauf a certaines énergies, les seuils d’ionisations, ou elle s’amplifie trés
fortement, puis, elle oscille légérement avant de décroitre de nouveau plus ou moins
régulierement. Ces seuils d’ionisations ont été expliqués par Einstein au début du vingtieme
siecle. Ce qui va nous intéresser par la suite, ce sont essentiellement les oscillations qui suivent
la plupart des seuils d’ionisations. De I’analyse de ces oscillations on peut tirer des informations
tres fines sur le matériau, en particulier sur I’environnement proche des atomes absorbeurs.
Suivant la polarisation du rayonnement incident (et éventuellement du rayonnement réémis),
on peut tirer des informations encore plus fines, par exemple concernant le magnétisme du
matériau.

Ce document traite donc de la théorie et de la simulation des spectroscopies associées a
I’absorption du rayonnement électro-magnétique. Il est sans doute assez compliqué a lire car il
est essentiellement composé de mes notes. J’y écris tout ce que je comprends sur le sujet.

Les phénomenes entrant en jeu déependent fortement de la longueur d’onde des photons
et on s’intéressera essentiellement a la gamme des rayons X allant typiquement de la centaine
d’électron-Volt a 10000 électron-volts. Cette gamme recouvre la plupart des seuils
d’ionisations des éléments ou un électron subit une transition depuis un niveau dit « de cceur »
vers un état libre. Les expériences sont la plupart du temps réalisées sur des synchrotrons.

Le premier chapitre décrit les phénomeénes physiques généraux, le deuxiéme concerne
les équations, ou la théorie genérale de I’absorption X. Les troisieme et quatrieme chapitres
traitent de la diffraction résonante et du Raman X, le cinquiéme décrit deux techniques
particuliéres pour simuler les spectres d’absorption X appartenant a la DFT (Density
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Functionnal Theory). Le sixiéme chapitre montre I’application de la DFT dépendante du temps
a ces spectroscopies. A la fin, il y a aussi une application selon les mémes théories pour
I’optique. Elle est assez prospective.
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/7 /7 - V4
A — Generalites

A-1) Absorption X et interaction rayonnement - matiére

Lorsgu’un échantillon est placé sous un faisceau de rayons X, de nhombreux processus
de diffusion élastiques ou inélastiques entrent en jeu. Nous sommes ici particulierement
intéressés aux processus qui gouvernent I’absorption d’une partie du faisceau incident. Ce
phénomene apparait en grande partie & des énergies bien particulieres, les seuils d’ionisation de
chacun des éléments chimiques présents dans le matériau. Ces seuils correspondent a
I’absorption du photon résultant de la transition d’un électron de cceur vers un état inoccupé au-
dessus du niveau de Fermi ou de la derniére orbitale moléculaire occupée dans le cas d’une
molécule. Ces seuils portent des noms composés d’une lettre correspondant au premier nombre
quantique du niveau de départ et d’un chiffre pour distinguer les sous-niveaux correspondant
au second nombre quantique | et au quatriéme j dans ces niveau I’interaction spin-orbite est
importante (Figl.).

2 4 A2 2a040 Fermi
Ms
g=21
{ uT} =3
t=1 M2 n=
=0 ok Le spin—or'bite
L3 —sépare les
P=1 { . l( niveaux en 2
LZ n - 2
2=0 L
K
t=0 n=1

Fig. 1 — Les différents seuils d’absorption
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Dans le tableau suivant sont données quelgques énergies en eV de seuils d’éléments
courants. On voit qu’ils s’étalent sur une trés vaste gamme d’énergie.

Z K L1 L2 Ls M1 M2 Ms M4 Ms
H| 1 13.6
C| 6 | 2842 | 373
O| 8 | 5431 | 416
V| 23 | 5465 | 626.7 | 519.8 | 512.1

Fe| 26 | 7112 | 8446 | 7199 | 706.8 | 91.3 52.7 52.7
Cul 29 | 8979 |1096.7 | 952.3 | 932.7 | 1225 | 77.3 75.1
Ag| 47 | 25514 | 3806 | 3524 | 3351 | 719.0 | 603.8 | 573.0 | 374.0 | 368.3
U | 92 |115606| 21757 | 20948 | 17166 | 5548 | 5182 | 4303 | 3728 | 3552

Ces seuils d’absorption révelent des spectres qui dépendent fortement de I’énergie et
parfois de I’orientation de I’échantillon. Ces spectres sont une source d’information importante
sur la structure et la nature du matériau sondé (Fig. 2).

Seuil K du Cuivre dans Cu et YCuO )5
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Fig. 2 - Spectres d’absorption expérimentaux au seuil K du cuivre dans le
cuivre métallique (exp. D. Aberdam et coll.) et un délafossite, YCuOz2.s (exp.
C. Darié et coll.). La position du seuil en énergie et les structures qu’il
présente ensuite renseignent sur la structure géométrique et électronique du
matériau.

La mesure de I’absorption peut étre effectuée de différentes fagons suivant le type
d’échantillon, en transmission ou en réflexion. On peut mesurer les photons non absorbés ou
les particules réémises. Celles-ci peuvent étre les électrons secondaires ou les photons émis par
fluorescence. L’intensité de ces réactions secondaires est de toute fagcon proportionnelle a la
quantité qui nous intéresse, la section efficace d’absorption (Fig. 3).
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Ce cours s’intéresse essentiellement a partie théorique du phénomene. On va voir que
suivant la nature du matériau et suivant le type de seuil, différentes théories seront plus ou
moins appropriées pour décrire les phénomeénes. Ces théories ne sont pas encore parfaites et
certains seuils nécessitent encore des investigations théoriques. Cependant, depuis les années
80 ou les premiers résultats ont été rapportés, des progrés considérables ont été effectués. On
est maintenant a méme de simuler de facon satisfaisante beaucoup de seuils. Bien sdr, il n’est
pas toujours nécessaire de recourir & la simulation. De nombreux résultats sont apportes en ne
considérant que les expériences et en les comparant a des références de matériaux bien connus.
On peut connaitre ainsi par exemple la proportion de certaines phases dans un mélange ou avoir
une idée du degré d’oxydation d’un métal en considérant le décalage de la position en énergie
du seuil d’ionisation. Cependant les simulations sont importantes pour plusieurs raisons. Elles
permettent d’abord de comprendre parfaitement la spectroscopie que I’on utilise et d’éviter ainsi
de mauvaises interprétations. Elles sont indispensables quand le matériau étudié n’est pas
parfaitement connu (nouvelle phase, nouveau composé...). Elles apportent des informations a
la fois qualitative et quantitative sur des paramétres intéressants, en particulier la symétrie
locale, I’environnement géométrique et électronique de I’atome absorbeur ainsi que sur son
magnétisme.

Electrons hor. Tr
\ y Fluorescence
ho, Io
NSNS NSNS NSNS NSNS NSNS NN
ho, I

Transmission

Fig. 3 — Quand un faisceau de rayons X d’énergie hw frappe une cible, de
nombreux processus entrent en jeu. On peut détecter les photons transmis de
méme énergie, les photons issus de la fluorescence, les électrons secondaires
ou les photons diffusés élastiquement ou inélastiquement.

Suivant I’énergie du photon incident les spectroscopies associées ont des sensibilités
différentes. Ici, on ne s’intéresse qu’a I’absorption des rayons X donnant les spectroscopies
XAS (X-ray Absorption Spectroscopie), ou XANES (X-ray Absorption Near-Edge Absorption
Spectroscopy) car on se limite a la gamme d’énergie proche du seuil d’ionisation. L’EXAFS
(Extended X-ray Absorption Spectroscopy), qui donne des informations a I’aide d’une gamme
énergétique beaucoup plus étendue ne sera donc qu’évoquée.

On regardera aussi les mémes phénomeénes mais en mode diffraction, donnant le RXS
(Resonant X-ray Spectroscopy) ou DAFS (Diffraction Anomalous Fine Structure) ou DANES
(Diffraction Anomalous Near Edge Structure) suivant les dénominations.

Les différents modes de détection (Fig. 4), transmission, fluorescence, électrons, ainsi
que le Raman élastique, ou diffusion résonante, sont tous reliés a la transition entre un niveau
de cceur et un ou des états finals (ou intermédiaires) se trouvant au-dessus du niveau de Fermi,
ou de la derniére orbitale occupée dans le cas d’une molécule. Noter que dans le mode détection
d’électron, on peut mesurer soit I’ensemble des électrons secondaire sortant de I’échantillon,
soit effectuer une résolution en énergie pour accéder aux électrons Auger, soit se concentrer sur
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la résolution spatiale des photoélectrons (XPS). Dans une vision mono-électronique, la
probabilité d’occurrence du phénomene sera reliée d’une fagon ou d’une autre a la densité d’état
final ou tout du moins a sa projection sur I’atome absorbeur. Les spectroscopies d’absorption
X sont donc une sonde de la structure électronique autour des atomes absorbeurs. Par ailleurs,
la structure électronique locale dépend étroitement de la structure géométrique autour de
I’atome absorbeur. Ceci explique pourquoi I’absorption X est si sensible a la structure
cristallographique ou moléculaire.

»

— Electrons
Er
x\,\_lr\c—l\n‘;‘rmssmn
g’ | Fluorescence

Fig. 4 — Le photon incident est absorbé, provoguant une transition depuis un
niveau initial (ou état initial g) vers un état final f. La probabilité du
phénoméne dépend de la densité d’état f. Les différents modes de détection,
transmission, fluorescence, ou on détecte un photon issu d’une transition
secondaire, ou en mesurant les photoélectrons, sont reliés a la probabilité de
transition entre f et g. Si on tient compte des phénoménes multiélectroniques,
le schéma devient plus complexe.

Enfin, il convient de souligner que le photoélectron sonde un milieu excité. En effet, il
laisse derriére lui un trou dans I’orbitale de coeur qui fait que la structure électronique explorée
est perturbée. Des phénomeénes d’écrantage intra-atomique mais aussi venant des atomes
voisins interviennent. De méme le photoélectron subit des interactions inélastiques avec le
milieu environnant (plasmon...). L’interaction qu’il subit avec le trou devient parfois un
phénomeéne trop important pour étre négligé. Tout ceci fait que les phénomenes entrant en jeu
sont complexes. Ils sont fondamentalement multiélectroniques. Certains donnent naissance a
d’autres spectroscopies qui sortent du cadre de ce cours (Auger...).
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A-2) Les differentes spectroscopies

Sous le terme général de XANES, se cachent plusieurs dénominations en particulier
suivant la polarisation de la lumiere. Dans le cas le plus fréquent, on étudie une poudre, un gaz
ou un matériau suffisamment peu organisé pour que la polarisation ne soit pas importante, on
conserve le terme générique de XANES. Dans le cas contraire on utilise une lumiere soit
polarisée rectilignement, soit circulairement. Le dichroisme linéaire s’applique quand on fait
une étude en lumiére polarisée rectilignement, en regardant I’évolution du signal en fonction de
I’orientation de I’échantillon par rapport a la polarisation. Ceci n’est bien sir intéressant que
lorsque I’échantillon est monocristallin ou quand on étudie une surface ou des matériaux
partiellement ordonnés.

Le rayonnement incident peut aussi étre polarisé circulairement. Le dichroisme
circulaire consiste généralement a faire une mesure d’un échantillon, également monocristallin,
d’abord sous une polarisation droite, puis sous une polarisation gauche et d’effectuer la
difféerence. On est alors sensible a des détails particuliers de la structure électronique du
matériau. Quand le matériau n’est pas magnéetique, le phénomene s’appelle dichroisme naturel.
Il n’est possible que pour des matériaux non centrosymétriques. Pour un matériau
ferromagnétique, cette spectroscopie s’appelle le dichroisme magnétique (XMCD, X-ray
Circular Magnetic Dichroism). On peut ainsi accéder au moment magnétique porté par les
atomes.

Une autre forme de spectroscopie trés proche du XANES se présente quand on ne
considere plus seulement I’absorption réelle des photons dans le matériau, mais que I’on utilise
le phénomene résonant ou le photon est virtuellement absorbé, produisant une transition d’un
niveau de cceur vers le continuum (ou état intermédiaire au-dessus du niveau de Fermi), comme
en XANES, mais I’électron retombe immédiatement dans son niveau d’origine émettant alors
un autre photon. Si on se place sur une réflexion, I’intensité de cette derniére subit des variations
ayant un rapport étroit avec les structures du XANES (Fig. 5), puisque la probabilité
d’occurrence du phénomene est reliée aux mémes matrices de transition.

LA LA I RNLENLENL N LRI I AL EELLENL L
Fe‘O_1 - Fe K edge

3
Reflection (444)
Corrected by absorption
Xmas

- Intensity (a. u.)
T

Absorption cross section

7.08

Photon energy (keV)

Fig. 5 Spectre d’absorption X autour du seuil K du Fer dans la magnétite
comparé a I’intensité de la réflexion (444). Expérience réalisée sur la ligne
CRG XMas a I’ESRF.
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Cette spectroscopie qui porte divers acronymes (RXD, DAFS, RXS ou DANES) est
parfois encore plus sensible que le XANES d’ou son intérét. Par ailleurs, comme pour le
XANES, on peut faire des études en fonction de la polarisation mais avec cette fois un degré de
liberté de plus puisque I’on peut faire des mesures a la fois en fonction de la polarisation
incidente, mais aussi de la polarisation de chacune des réflexions.
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A-3) EXAFS et XANES

La différence entre ’EXAFS et le XANES réside dans la gamme d’énergie (Fig. 6). Le
XANES se concentre sur les premiers électronvolts a partir du seuil jusque vers 50 ou 100 eV.
L’EXAFS étudie une gamme beaucoup plus étendue pouvant aller jusqu’a un millier
d’électronvolts, voire plus. Dans ce cas des approximations importantes peuvent étre faites. En
particulier, on peut considérer que le signal n’est di qu’au phénomene d’interférence entre
I’onde électronique sortante et les ondes rétrodiffusees par les couronnes d’atomes
environnantes. Cette simplification n’est pas valable lorsqu’on se rapproche du seuil, c’est-a-
dire quand le photoélectron n’a plus une haute énergie cinétique; des phénomenes de diffusion
multiples apparaissent alors et le modele de diffusion simple n’est plus valable. Cependant cette
approche est particulierement utile car elle donne facilement des informations sur le nombre
d’atomes par couche et leurs distances par rapport a I’atome absorbeur.

A plus basse énergie tous les processus de diffusion doivent étre pris en compte et
I’exploitation des spectres expérimentaux est plus delicate. Par contre la précision est plus
grande et on accede a I’information sur la structure géométrique a trois dimensions autour de
I’atome absorbeur. On obtient en plus des renseignements sur les structures électronique et
magnétique. Savoir comment extraire toutes ces informations est un des objets de ce cours.

Seuil K du Cuivre dans Cu et YCuO
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Fig. 6 — La différence entre XANES et EXAFS réside dans la gamme
d’énergie exploitée. Le XANES se concentre sur les 50 ou 100 premiers
électronvolts.

Il convient de préciser que des gammes intermédiaires sont aussi spécialement
exploitées en particulier par des logiciels d’optimisation automatique de parametres tels
IFEFFIT ou GNXAS (voir tableau plus loin). Dans ces logiciels, une partie de la diffusion
multiple est prise en compte. Le calcul n’est alors pas trop lent et permet de faire une
optimisation efficace.
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D’autres études se consacrent spécialement aux structures apparaissant avant ou dans le
seuil : les pré-pics. Ceux-ci sont riches d’informations. On rangera néanmoins ces études dans
le terme général de XANES.
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A-4) Les temps caracteéristiques

Plusieurs temps caractérisent ou interviennent dans I’absorption d’un photon X.

Le premier est la durée du processus d’absorption du photon X, c'est-a-dire le temps
que met I’électron pour transiter d’un niveau de cceur vers son niveau excité. Ce temps peut
étre associé a I’inverse de la probabilité de transition t1 = 1/Wrs. Typiquement, on obtient un
temps de I’ordre de:

t1<10%s.
D’autres modes de calcul de ce temps se trouvent dans la littérature en considérant soit la
difféerence d’énergie entre les niveaux initial et final, soit en le reliant au temps que met le
photon pour transiter a travers I’atome. Dans tous les cas, on obtient a peu prés le méme résultat.
Ce qui compte est que ce temps est trés court.

Le deuxiéme temps important est la durée de vie du trou profond. Cette durée est
d’autant plus courte que le trou est profond. On la calcule a partir de I’élargissement du niveau
initial : t2 = h /AEi avec AEi largeur du niveau. AE; peut aller de 0.1 a 10 eV suivant le seuil®.
Pour les états 1s des atomes de numéro atomique Z allant de 20 a 30, Ei est de I’ordre du volt,
donc :

t2~10a10%s

Le troisieme temps est le temps de relaxation des électrons de cceur ou externes. Il est
dd & la réponse de I’ensemble des électrons au champ crée par le trou et le photoélectron. Il
repose sur des processus trés variables multiélectroniques.
ts=~10°a10%s

Le quatrieme temps est le temps de transit du photoélectron hors de I’atome. Il est
directement fonction de I’énergie cinétique du photoélectron, pour Ec =1 a 100 eV
ta~10°210%s

C’est la comparaison de ce temps avec les autres qui est le plus important puisque c’est
quand il est du méme ordre de grandeur que les autres, que les phénomeénes ne peuvent plus
étre évalués séparément. On constate que c’est & basse énergie cinétique du photoélectron qu’il
se compare aux temps t2 et ts. C’est donc principalement a basse énergie que les phénomeénes
multiélectroniques auront une influence sur le signal. Heureusement ce n’est pas toujours le cas
comme on le verra plus loin.

Le dernier temps concerne les vibrations thermiques. Celles-ci ont une fréquence
beaucoup plus basse :
ts~10%a10%s
Lors d’une expérience d’absorption X, le photoélectron voit donc un milieu rigide
legérement désordonné. 1l n’y a pas d’interaction a proprement parler avec les phonons.

1 On trouve un tableau de ces largeurs pour les niveaux K, Lj, L, et Lz dans : M. O. Krauze and J. H. Oliver, J.
Phys. Chem. Ref. Data 8, 329 (1979).
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A-5) Approches mono et multi-électronique

Globalement, il y a deux types de seuils. Ceux ou les niveaux d’arrivés sont localisés et
ceux ou ils sont étendus. Par localisés on entend aussi bien dans I’espace réel, I’onde a une
faible extension latérale, elle est presque atomique, que dans I’espace réciproque, ou sa densité
n’est forte qu’autour d’une petite gamme en énergie. De ce fait, les seuils sont facilement
reconnaissables au fait qu’ils retombent vite a zéro. Dans ce cas le recouvrement avec le trou
est important et I’interaction avec celui-ci ne peut étre négligée. De plus les différentes
structures électroniques excités, écrantées — non écrantees par exemple, doivent étre prises en
comptes. Les processus sont donc dominés par des phénomenes multiélectroniques.
Heureusement, en méme temps, ils sont locaux et donc la théorie des multiplets sera
particulierement appropriée a I’étude de ce type de seuil. Ceci concerne, en principe, les seuils
L et Lin des éléments 3d et les seuils Miv et Mv des terres rares.

Le signal
4+ retombe vite
o azro

v

Er Section
efficace
d’absorption

Fig. 7 — Quand les niveaux d’arrivées sont localisés I’interaction avec le trou
est forte, les effets multiélectroniques sont rarement négligeables. On repere
ces seuils a leur forme. Le signal retombe vite a zéro.

Dans le cas contraire, ou les niveaux d’arrivées sont étendus, les phénomeénes
multiélectroniques seront moins importants. Par contre, puisqu’ils sont étendus, ils sont
sensibles a I’environnement relativement lointain de I’atome absorbeur. Pour les calculer une
approche moléculaire ou utilisant une périodicité 3D est alors indispensable.

Bien entendu, il y a les cas intermédiaires et les tenants des multiplets sont maintenant
a méme de considérer plusieurs atomes. De méme, les théories en principe monoélectroniques
commencent a introduire certaines corrections multiélectroniques. Cependant dans certains cas,
on est loin d’avoir un accord encore parfait et des recherches se poursuivent pour repenser toute
la problématique et étre ainsi capable de résoudre une structure électronique dans un état
fondamentalement excité. Dans cette voie deux approches se distinguent : la théorie de la
fonction de Green avec équation de Bethe et Salpeter et la théorie de la fonctionnelle densité
dépendant du temps (TDDFT). De nombreux développements sont encore a effectuer dans
chacune de ces voies.?

2 Ch. Brouder, in « Spectroscopie d’absorption X en science des matériaux : de LURE a SOLEIL » , édité par
Ch. Cartier dit Moulin, V. Briois, P. Lagarde, F. Villain, Abdou Sow (Aussois 2004).
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Les chapitres qui suivent traitent d’abord de I’interaction rayonnement matiere en
général, puis de son application aux diverses spectroscopies X. Enfin, la partie méthodes de
calcul se restreint aux techniques mono-électroniques DFT et multiélectronique avec la
TDDFT. Les multiplets n’y sont pas abordés.
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B- Equations genérales des spectroscopies
d’absorption X

B-1) Introduction

L’interaction du rayonnement électromagnétique d’énergie %@ avec la matiére est
décrite par I’indice de réfraction complexe n ou la constante diélectrique complexe ¢ Ces
termes sont eux-mémes reliés au facteur de forme f par les relations® :

4 _ _Topad? o _ _ 4mropg S~ q_ 2TToPa
e—1= = f =-—0"f n=+e=1 o f

ou pa est la densité atomique et k le vecteur d’onde. r, est la longueur de diffusion de Thomson
ou rayon électronique. On rappelle que I’amplitude de diffusion b est reliée au facteur de forme
par :

b= -nf

et que c’est cette amplitude que I’on retrouve dans la définition normalisée classique de la
diffusion d’une onde plane et ou I’origine est placé sur le centre diffuseur:

Comme on va le voir dans la suite du cours, le facteur de forme lui-méme se décompose
entre le terme de Thomson fo indépendant de I’énergie, le terme de diffusion magnétique non
résonant fm et les termes anomaux :

f=fo—ifm+f —if"

On peut aussi séparer pour la partie anomale la composante magnétique :

f=fo—ifmt+f —if' —ilfin —ifi

On a choisi de garder ici la convention physique, ou prenant f * positif comme il est
d’usage, on a donc le signe moins devant la partie imaginaire. Par cohérence on a pris aussi le
signe moins devant la diffusion non résonante magnétique. Le calcul du facteur de structure

pour une maille élémentaire est défini avec un vecteur diffraction donné par Q = k; — k;, ou

ES et E sont les vecteurs d’ondes incident et diffusés. Pour étre cohérent, il faut aussi un signe
moins dans I’exposant du terme de Bragg. On prend donc:

b= Z e 'R (for — ifima + fa = ifd’ — i(fma — ifma))
a

3 J. Als-Nielsen and D. McMorrow, « Elements of Modern X-ray Physics », John Wiley and Son (2001).
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Le terme non résonant magnétique est de I’ordre du milliéme du terme de Thomson.
Notons qu’il y a deux conventions reliées par un complexe conjugué. Dans la convention
“cristallographique”, le terme résonant est f’+if" avec f* positif. Dans la convention opposée
(dite physique), la fleche du temps est inversée, c’est celle que I’on a choisi. Prendre la
convention inverse consiste simplement a mettre des complexes conjugués partout. Quand on
calcule I’intensité les deux choix sont équivalents

Le lien entre la section efficace de diffusion totale et le module carré de I’amplitude de
diffusion b est donné par :

o, = 4m|b|?

Quand I’absorption domine et en utilisant le théoréme optique la section efficace

d’absorption o est donné par :
T
s

IR

o

L’objet de ce chapitre est de montrer comment on calcule les termes anomaux et la
section efficace d’absorption. Le signal anomal dépend d’un état initial g, d’un opérateur de
transition et des états finals accessibles f. La partie numériquement la plus difficile concerne le
calcul des états finals. Celui-ci est vu dans le chapitre E. On note les fonctions d’onde des états
initiaux et finals par ¢, et @, ou plus simplement directement par g et f quand il n’y a pas
d’ambiguité.
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B-2) Interaction rayonnement-matiere

Dans ce chapitre on développe les expressions générales de I’absorption X et de la
diffusion résonante®. La formulation la plus récente et contenant une revue historique des
Hamiltoniens gouvernant I’absorption X a été faite en 2017 par Bouldi et Brouder®. A ce stade,
on a intérét a utiliser la seconde quantification. Dans la suite, on se contentera de la description
classique.

1) Hamiltonien

Potentiel vecteur, champs électrique et magnétique sont reliés par les équations de

Maxwell E = —Z—f —VV: et B= V X A et s’expriment a partir du vecteur d’onde k (avec la

pulsation w = ck), de la polarisation & et d’une amplitude a I’origine du potentiel vecteur A, =
Jh/2e,Vw. Dans la jauge de Coulomb et dans le vide, on obtient :

A(r,t) = Ag(aei®r=0Dg 4 gt emilkr-wb) g)
E(r,t) = iwAO(aei(k.r—wt)s _ a+e—i(k.r—wt)£*)
B(r,t) = iAO(aei(k.r—wt)k X £ — qte ikr-wt) | « 8*)

ol on a omis la sommation sur k et ol a et a™ sont les opérateurs annihilation et création. 4,
est ici réel pour que les 2 composantes soient complexes conjugués. On va étudier d’abord
I’interaction entre cette onde incidente et un électron effectuant une transition entre deux états.
L’Hamiltonien décrivant le systéme est donné par H = H,+ H; ou H, est la partie

fondamentale et H, la partie d’interaction® :
2
p
Hy=mc*+-——eV+H
0 = mc > e R

eZ

iy xA)+ A2
P 2m

H,

e i
A+ S.B+
(p 2mc?

m

ou m et e sont la masse et la valeur absolue de la charge de I’électron. Pour une particule de
spin 1, la quantité de mouvement est : p = —ihV et I’opérateur de spin, S = ga, s’exprime en
fonction du vecteur des matrices de Pauli, a. On a aussi utilisé I’Hamiltonien du champ :

Hyp = hw(ata + 1)

Le 3°™ terme de I’équation est un terme de spin-orbite d’interaction d’origine relativiste, aussi
appelé de spin-position. 1l s’écrit aussi :

iw

h
PXA= E X
ZmCZSp 4mc20 P

Ce terme pris en compte que récemment améne une contribution dipolaire visible en XMCD.

4 Une démonstration détaillée se trouve dans le cours de Cohen-Tannoudji, sur le site du Collége de France.
°> Nadejda Bouldi and Christian Brouder, Eur. Phys. J. B. 90, 246 (2017)
5 M. Blume, J. Appl. Phys. 57 (1) 3615 (1985). Dans Blume la charge de I’électron est “e”.
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Deux points a noter :

1) On peut relier I’Hamiltonien total a I’Hamiltonien de Foldy-Wouthuysen’, Hgy, par :
2

e
H = Hpy + Hp + — A?
Fw R Zm

2) Dans Blum, H,, est différent. On trouve un terme supplémentaire dans H, dit de spin-
orbit de I’électron :
Hgoe = _ZY:ﬁS- VIe xp

ainsi qu’un terme de spin-orbite d’interaction d’origine relativiste :

_ e3h aA
Hyo = gisS. == X A

2) Transition électronique
On considere une transition entre un eétat initial |i > = |g; &;, k; > et un état final
|f > = |n; &, kg >. En toute généralité, I’état initial contient un photon (g;, k;) et un électron
dans I’état g décrit par la fonction d’onde ¢,. Il en est de méme pour I’état final. Dans les cas
de I’absorption ou de I’émission, un des photons est manquant.
L’opérateur de transition entre les 2 états est donné par :

T = HI + HIG(gl)HI

ou &; est I’énergie de I’état initial et :

1
) = lim —mm8  —
G(&) o e W+

L’ approximation d’ordre zéro T =~ H; correspond a la deuxieme régle d’or. Dans la
suite, on utilise I’approximation au premier ordre ou on remplace la fonction de Green G de
I’Hamiltonien total par celui de I’état fondamental G, c'est-a-dire :

T ~ H; + H,Go(€)H,
Maintenant on développe T au deuxiéme ordre en (¢/), T = T, + T, avec :

w

Ty

e i
A+ S.B
(p + + 2mc?

=— S.pxA
(o i)
e m
T, = (E) (7A.A + TyGo(E)T,)
T; contient deux termes avec une seule fois A ou B. Il correspond aux processus d’absorption

ou d’émission. T, contient des produits entre deux de ces termes et correspond donc aux
processus a 2 photons, un photon entrant et un photon sortant.

" C. ltzykson and J. B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill, New York, 1980).
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a) Cas de I’absorption
La probabilité ou taux de transition (en s*) entre deux états f et g est donnée par :
21
Rig = = [fIT10126(E; — Eg — ho)
Le symbole de Kronecker indique I’égalité entre la différence d’énergie des niveaux

électroniques et I’énergie du photon. Par ailleurs pour une onde plane et dans le vide d’intensité
I, le lien entre section efficace et taux de transition est :

hw
Ofg = Tng

Enfin I’intensité radiative (en Wm) d’une onde plane est reliée a son amplitude E par :

ou n est I’indice que I’on prendra ici égal a 1. On aen plus |E|? = 4w?A3.

Dans le cas de I’absorption ou de I’émission, la section efficace de transition entre deux
états est donc donnée par :

1
%0 = ooy 2 T8 (Er = By — o)

Pour I’absorption, on ne conserve que la premiére partie de A et B ou se trouve I’opérateur
annihilation. Pour I’émission on ne conserve que le deuxieme membre. Pour I’absorption, on
obtient donc :

T e\2 ~
o1 = o (2) Ifosl0le)I* 58 -, = ho)

avec I’opérateur d’interaction O :

0—( +'h k x +iwh
=|p.€ 120'. & o

o.p X s) etkr
2
En utilisant la constante de structure fine a = 2:7 on obtient :
0

2mha
wm?

o1g = =z los10leg)|” 8(E; — E; ~ho)

b) Cas de la diffusion

Dans le cas de la diffusion, la matrice a calculer est :
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f = C{fIT,i)

1 -1 . m
To AmEgCc2AL €243

N -1 - ..
ouCs =— . Le facteur e permet de normaliser par le flux incident et
0 0

. . , . 1 . , iy
la normalisation supplémentaire par — — est pour avoir le résultat en nombre d’électron (et donc
0

le facteur de forme et non I’amplitude de diffusion b vue dans le chapitre précédent). Le
changement de signe est conventionnel.

b.1) Thomson
T, contient lui-méme deux parties. La premiére :

e? ., .
T, =—A.A
2r = 5

correspond & la diffusion non résonante simple dite de Thomson. Ceci donne :

ez 2 2% =
fO = CS%AOSS'SL' <f

eilki=ks)7 (g qf + a;fai)|i>
Soit, apres simplification :

o li(ki—ks) 7

%)

C’est le changement de signe dd a la normalisation qui fait que le terme apparait positif. On a
bien sar :

fo= -2 (0|

<(pg| oi(Ri—Fs)7

#y) = f || et IT a3

b.2) Processus résonant

La deuxieme partie de T, correspond aux processus ou absorption et émission sont séparés. On
a alors deux possibilités : soit le photon sortant est émis avant I’absorption du photon entrant,
soit c’est I’inverse. Dans le cas ou I’absorption est avant la diffusion, il faut utiliser :

e\? -
n=(8) (rner)
ou les exposant (-) et (+) désignent respectivement les premier et deuxieme membres de A et
B, c'est-a-dire les parties annihilation est création.
Par ailleurs, dans ce cas ou il y a un photon dans I’état i et pas de photon dans I’état

intermédiaire, on a :

Ei = Eg + hw

En=Ey

ou Ej et E, sont les énergies de I’électron dans les états g et n et hw est celle du photon.
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On introduit enfin la relation ).,|n >< n| = 1 a droite de la fonction de Green et en
considérant tous les facteurs, on a :

f. = C; (ﬂ)z lim z {04105 ‘pn)<‘l’n|0i|.‘pg>
m / n-ot o E; — Ep +hw + in

Avec comme pour Thomson C, = # , on obtient :
0

£=L lim Z(<Pg|0s*|<pn)(<ﬂn|0ilfpg)
mn-0+* E; — E, + hw + in

b.3) Processus non résonant « émission-absorption »

De la méme facon, on peut dériver le cas non résonant ou I’émission est avant
I’absorption. Dans ce cas on utilise :

r= () (OEor?)

et les énergies sont telles que :

Ei s Eg
& =E, +hw
et donc :
foc (ﬂ)zz(<Pg|05|<pn)(<pn|0£‘|<pg)
T\ m E; — Ep, — how
ng
Ce qui donne :

Pg)

g — En —how

Ce terme est beaucoup plus petit que le précédent puisque le dénominateur vaut typiguement
2hw alors que pour le terme résonant, il ne devient pas nulle que grace au terme imaginaire.

£, = iz (‘Pglosl‘an‘PnlO;
ng

c) Termesen jeu

On rappelle que la notation bra-ket, en monoélectronique et dans le cas non magnétique
désigne simplement les intégrales :

(9n]0]y) = W espace @5 (r, D0 (r, D), (r, Dr?drdQ 1)

ou on s’est placé en coordonnées sphériques (£2désigne (6,¢)). La fonction d’onde initiale étant
localisée (rayon de 1s < 0.2 A), I'intégrale n’est & effectuer qu’a I’intérieur de I’atome
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absorbeur. Voyons dans les trois sections suivantes comment s’écrivent les trois termes qui la
composent, ¢4, ¢, et 0.
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B-3) Opérateur de transition

On a vu au chapitre précedent que le champ incident est constitué d’une onde plane
électromagnétique et que I’Hamiltonien d’interaction amene au calcul de I’opérateur de
transition entre un état g et un état f (ou n) donné par:

~ h iwh ir
0 = (p.e+lza.k><£+4mcza.pxe>e

1) 1% terme

En développant I’exponentielle et en séparant les parties dues au champ électrique et au champ
magnétique on obtient:

(F10:lg) = (f|p-2 (1 + ih.r — 5 (kr)? + ) |g)
(|059) = <f|i%o.k xe(1+ ikt -3 ()2 + ) |g>

En utilisant p. & = 2[e.7, H,l, et (fl[e.T, Hollg) = (E; — Ef){(fle.Tlg), la premiére
partie, dite dipolaire électrique, donne :

~ .m
(£105119) = (F1p.£lg) = i+ (E; = Eg){fle.71g)
. m
On pose € = i+ (Ef — Ey).
Pour le deuxieme terme du développement de I’exponentielle, on utilise les relations :

ih ih ih
[zy, Hol = [z, Holy + z[y, Hol = Z(p2y + 2py) = —(20,y + 2Dy — P2¥) = =20,y — Ly)

onadonc :
p-ek.r = Zle.rk.r,Hy| + 3k x €. L

En omettant la partie reliée au moment cinétique que I’on regroupera avec la partie magnétique,
on obtient I’élément de matrice quadrupolaire électrique (E2) :

(f|0g2]9) = C5{fle.Tk.Tlg)

Enfin on peut aussi calculer I’élément octupolaire a I’aide de la relation :
[zy2, H,] = z[y?, Hyl + [z, Hyly? = zyly, Hol + z[y, Holy + [z, Holy?
= Mzypy + zpyy + p,y?) = (22pyy + ihz + p,y?)
= %(Z(Zpy —p,y +p,y)y +ihz +p,y?) = %(—Zny + ihz + 3p,y?)
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p.e(k.r)? = “e.r(k.)? Hyl + 2k x . Lk.7

ce qui donne en omettant, comme au-dessus, la partie reliée au moment magnétique :

21,2

(f|0ks|g) = C{f|-te.r(k.T)?|g) + )C(fls-rlg>

6m(E; — E,

Le deuxieme membre de la partie octupolaire, proportionnel au terme dipolaire électrique, peut

21,2

NP " , . h 4
étre négligé. En effet, en unités atomiques : (e, 5 La?(E; — E,).

2) 2°™M terme

Le deuxiéme terme dépendant du spin nous donne :

<f|i%a.k x getkT g> = Cop(flk x €281 + ik.r —-)|g)

_ h 1 . . 1 _ W .
QVEC Cy = 5o oy = g - N UNItES atomiques, k = 2a(Ef — Eg),5—=1 etdonc: ¢y, =

N R

L
hk’
La contribution magnétique vient de la somme de ce terme dépendant du spin et des

termes dérivant du moment orbitalaire rencontrés en développant le premier terme, on a
finalement :

(f|Om1lg) = Cem(flk x £.(28 + L)|g)
(f|Omzlg) = Ceni(f|k x €.(25 + 2L)k.T|g)

3) 3™ terme

Le troisieme terme, d’habitude négligé, a été introduit récemment par N. Bouldi et
collaborateurs®. 11 est petit mais visible en XMCD au seuil K, typiquement du méme ordre de
grandeur que la composante quadrupolaire électrique. Elle est nulle dans un matériau non
magnétique.

On note N = 4m“;2. On calcule alors le terme dipolaire électrique de spin-position au

premier ordre :

(f|0sp|g) = i2(f|a.p x ee*7|g) = iQ(fla.p x lg) = CiQ(flo.€ X T|g)

8 N. Bouldi et al. Phys. Rev. B 96, 085123 (2017).
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4) Total

On a finalement :

w
mc?
m
- lE(Ef — Eg){flog1 + 0z + 053 + 01 + 0prz + 0gp ... |9)

<f| (p.£+i%d.kX£+4i_ho-_pX£)eik.r g>

avec les operateurs électrique :

- dipolaire ou E1: Op1 = &7
- quadripolaire oUE2 : op, = %s. rk.r

- octupolaireouE3: o3 = —%s.r(k. )2

les opérateurs magnétiques :

- dipolaire ou M1 : oy = Ck X & (L + 25)
- quadripolaire ou M2 : oy, = ic,, k X €. GL + ZS) (k.7)

et le terme dipolaire de spin-position : ogp = ifda.€ X T

Les opérateurs L et S ont des valeurs propres de I’ordre de h. Le rapport du terme magnétique
sur le terme électrique est donc de I’ordre de :

B = kh  «a
— 27

ou 7, est le rayon moyen en unité atomique de I’orbitale initiale. Pour les seuils profonds ce
rapport est petit. Plus important encore est le fait que I’opérateur L + 2S qui couple état final et
état initial ne contient pas de terme en « r ». Ces états étant en principe orthogonaux, I’intégrale
radiale contenue dans <f|g> doit étre nulle. En réalité f est solution de I’Hamiltonien excité
avec un trou. Les deux fonctions d’onde ne sont donc pas exactement orthogonales. Cependant
tant que I’état initial est localisé, la perte d’orthogonalité reste petite. Le terme magnétique est
donc tres petit et souvent négligé.

En pratique ces composantes sont séparées afin d’utiliser par la suite une approche
tensorielle. Par exemple :

<f|£.r(1 +%k.r—%(k.r)2) |g> = (f|£.r|g)+%(f|£.rk.r|g) —%(fle.r(k.r)zlg)

Quand le seuil d’ionisation se situe a basse énergie, la variation du champ électrique de
I’onde incidente est petite dans la zone d’absorption. Autrement dit, kr = 2nr/A est petit
devant 1, c’est-a-dire que la longueur d’onde du photon, 4, est grande devant le rayon de
I’orbitale localisée contenant I’électron avant absorption. Le terme quadripolaire, ainsi que les
termes d’ordre supérieur peuvent étre négligés. Ceci est toujours vrai pour des energies de
photon inférieures a 4500 eV. Au-dela, I’effet quadripolaire reste petit mais n’est plus toujours
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négligeable. En effet si le rayon de I’orbitale diminue (I’orbitale est encore plus localisée quand
Z est plus grand), A diminue encore davantage et donc kr augmente. Le terme quadripolaire
contient des informations qui sont souvent trés intéressantes a exploiter. Typiquement, il faudra
tenir compte des effets quadripolaire pour les seuils K pour tous les éléments a partir du titane
(Z =22, E1s =4966 eV). Pour les seuils L, les effets quadripolaires ne peuvent se voir que pour
les éléments vraiment lourds.
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B-4) Expressions du XANES et de la diffraction résonante

1) Absorption X
On peut maintenant réunir les résultats sur les opérateurs de transition avec la section
efficace d’absorption du chapitre B-2 :

2mha ~
e o l0lo) I 5(E7 — E, o)

Ofg =
devient :

Znha
B a)m2

Ofg

(=) Kobola ) 58 - 5, ~ o)

On obtient alors en considérant toutes les transitions possibles:

o = 4n’ahw Z|(<pf|o|<pg)|2 §(Ef — E; — ho)
fg

L’expression ci-dessus correspond a I’absorption par un atome. Pour un matériau réel, il faut
naturellement calculer ces termes pour tous les sites absorbeurs. On somme alors sur chacun
d’eux pour obtenir le signal total. Souvent dans les études cristallographiques, les atomes sont
équivalents entre eux apres certaines opérations de symeétrie. Le signal d’un site particulier
reflétera la symétrie de ce site. Aprés sommation sur tous les sites, la dépendance angulaire du
signal est en fait reliée au groupe d’espace du matériau®.

2) Diffraction résonante élastique

De méme pour le facteur de forme résonant, a partir de :

fr= i lim Z <¢g|0;|(pn><‘pn|0i|‘.0g)

mn-o0* E; — E, +hw +in
ng
on obtient :
fo=m lim (En - Eg)z (@gl05|on){@nloi|0g)
n-0"* h Eg—En+ha)+i17

n,g

Aux rayons X, on peut faire I’approximation : E,, — E; ~ hw. On obtient alors :

fr _mwz hm <(pg|0;|(pn)(¢n|0i|¢g)

n-0%* Eg—En+hw+i77
ng

® Ch. Brouder, « Angular dependance of x-ray absorption spectra », J. Phys. : Condens. Matter 2, 701-738 (1990)
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De méme pour le terme non résonant, on a :

mow Z ‘pg|0 |‘pn ‘/’n|0|‘pg)
fn = E, —E, —how

On voit que ce terme est négatif et donc opposeé a Thomson.
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B-5) Développements atomiques

Les états que I’on considere sont en général délocalisés. Il est cependant
particulierement commode a I’intérieur des atomes d’utiliser leur expression sous forme de
développements en harmoniques sphérique. Ces développements contiennent des termes
d’amplitudes dépendant de I’environnement ainsi que des fonctions d’onde radiales. Leur calcul
dépend de la méthode générale de résolution de la structure électronique qui est traitée dans le
chapitre sur le calcul des états finaux.

Ici, on ne donne que les expressions que I’on obtient suivant les cas ou on considére un
potentiel atomique a symétrie sphériques ou non sphériques, magnétique ou non-magnétique et
avec ou sans spin-orbite.

Potentiel non magnétique a symétrie sphérique

La fonction d’onde pour un état f, peut s’exprimer a I’intérieur de I’atome par :

07 = ) Al (b, Y

fm

ou les amplitudes ajfm(E) dépendent fortement de I’énergie E. Ces amplitudes sont obtenues
par continuité avec la fonction d’onde a I’extérieur de I’atome quand on considére des états du
« continuum », c’est-a-dire de valence ou de conduction. Pour les états de cceurs ils sont
simplement choisit pour que I’état soit de norme unité. Les b,(r, E') sont les fonctions d’onde
atomiques radiale. Elles dépendent faiblement de E.

Potentiel magnétique a symétrie sphérique sans spin-orbite

Si le systeme est magnétique sans spin-orbite les deux équations radiales pour les 2 spins
sont résolues indépendamment et la solution générale est donnée par :

Qf = Z afmo(E)bea (r,E)Y;" x5

fmo
avec |’état de spin décrit par : = . et = 0
P par: Xy = 0 X-y = 1

Potentiel magnétique a symétrie sphérique avec spin-orbite

Si I’on considére le spin-orbite, et en suivant Wood et Boring?®, on obtient :

1 1
b 2 ) Y{;m b 2 ) Yfm
f f,m,z f f,m,z
o =>d |, v |,
t)'m'f 2 m+1 t’,m+1,—7 2 m+1
ém b 1Y b 1Y
{’,m+1,—7 £,m+ 1—5

103, H. Wood and A. Michael Boring, Phys. Rev. B 18, 2701 (1978)
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On a donc un couple de solutions que I’on peut exprimer de fagon plus synthétique a I’aide d’un
indice s = +- :
-2

1
_ f s m+§—0 n
(Pf (T) N Z at’,m+l—s,s Z b{’,m+%—o,0 (T)Yf (r)XG
o

fms 2

avec —{’Sm+%—ss€et —{’Sm+%—as{’.

. yeo 4= 1 .
On peut aussi utiliser I’indice m’ = m + >~ 0 correspondant au « m » du spin. On a alors en
omettant le « prime » :

(Pf(r) = Z a[ m+0-s,s bfmos(r)yf’m(f)xa

fmos

avec—f<m<? et—f<m4+o—s<-<¥.

Noter que I’absence de spin-orbite revient a écrire o = s.

Potentiel non sphérique

Le cas du potentiel non sphérique inclus aussi le cas du modéle de Hubbard. Les
solutions générales s’écrivent alors sous la forme :

Non magnétique

o) = ) aly D bl Y ()
fm £'m/’
Magnétique
0@ =l Z g OV ()
fmo
Magnétique avec spin-orbite

0 1) = ) aly Z b{r o (Y (o

fms
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B-6) Etats de cceur

Les états de cceur, ou initiaux, sont plus simples, puisqu’étant completement localisés,
ils sont normalisés a 1 électron (I’amplitude est connue). Le spin-orbite étant fort pour les
électrons de cceur (sauf pour les niveaux ns ou il est nul), on en tient toujours compte et on
utilise la notation (£,J,Jz,6) plutét que (£,m,s,c), comme pour I’état final, on a :

% %
l+%—=] 1,-Y {4+ Y%+ Y,
J IV = | = Y ey, | 2 Yy by, (r
[3-3:) (( 2011 j Tt ) Y P 0)

Y Y
l+ Y%+ 3,y l+%—-J 1,44
IR R I EREc ST VRN b Tk 1) [RVE RO
[9.:3:) [( 2041 j COoA T T ) A 0. (1)

1 0
avec J; =/t % Ay = (Oj et x_y =(1j. Les harmoniques sont ici complexes.

Exemples (I'élément radial est omis):

; _ _ AL 1 1
Seuil K: (=0, 3, =(+})=}) k=0 E'_5>=Y00)(—§ $=-3
11 1
--)=Y9 ==
5 2> o)(% s

- — — _ 1 1 2, 1
Seuil LII:ZZ:L, \]_—g—%—%,k—l 5'_5>:_ §Y1 1){%+\/;Y10)(_% S=—%

i s ) = = :3 = - E _E —y-1 —-_1

Seuil L : (=1, J; f+% A,k—Z > 2>—Y1 )(_% s=-3
3 1 1,
22 = B ot o=
31 2
S5 = [+ oY =2
s 2> e TX_1 s
3 3
|5,5>—Y11X% s=3

Noter enfin, qu’on peut aussi garder la notation des états de valence (ou finaux) :

Py (1') = Z af,m+g_s,sbn£’masyfm)(a

mso
ol de nombreux facteurs a7 . valent 0 et en particulier on a une seule valeur de £. On a
noté aussi au-dessus a quel indice de solution s, correspondent chaque état.

Enfin, si on considére le cas le plus simple des seuils K, on peut écrire plus simplement :

Pg (r) = Za blyoo)(a (3)
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B-7) Regles de sélection

Opérateurs électriques

Le développement de &.r en harmoniques sphériques réelles donne suivant
I’orientation de la polarisation selon les directions de I’espace :

&r= (—1)’”%\/% YZ;O avec ¢, =1

Par exemple si la polarisation est selon Oz, mo = 0 et

4
er=z=rcosf =r ?Y?

En I’absence de spin-orbite, I’intégrale (1) devient ainsi avec (2) et (3) :

mmymy

(Flolg) = ) @l (E)e, Relypy
‘m
4)
avec : Cp, = (—1)’"0\/%, R, = fOR b, (r,E)by(r)r3dr

Mmmym v AN Mg A AN 1A
1'1'%,0[: ! = f f Yy (r)Y{,gg(r)YZ)O(r)dr

spheére

Les structures XANES viennent des variations des amplitudes a{m(E). Dans My m,, 12
premiére intégrale, dite intégrale radiale dépend faiblement de I’énergie, la seconde intégrale,
appelée coefficient de Gaunt est une constante. Pour les transitions quadripolaires les e.rk.r,
peuvent s’exprimer en fonction de (—1)Mo %krzyzmo . L expression générale de la matrice de

transition reste la méme mais My, ,,, est multipliée par % /%ﬂ est substitué par 4z et la

puissance de r dans I’intégrale radiale est portée a 4. Le coefficient de Gaunt, qui s’exprime
souvent en fonction des coefficients de Clebsch-Gordon, n’est non nul que pour des valeurs trés
particulieres de ¢ et de m. Ceci forme les fameuses regles de selection :

talaméme parité que ¢ + £, et |2y — £,] < £ < €5+ ¢,
En base v, complexe on doit avoir :

Mm=Mo+Mg.
En base réelle les conditions sur m sont :

Simo=0o0umg=0: m=mo+mg

Si Mo*mg >0 m:‘mo+mg‘etm:‘mo—mg‘

- _ o _

Si me*mg <0 m = —|m| ‘mg‘etm_ ‘m0+mg‘

Dans le cas d’un seuil K, Y;;g =Yy = J% est une constante. Le calcul des coefficients de

Gaunt est évident puisqu’on a la relation d’orthogonalité des harmoniques sphériques et donc
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pour la composante dipolaire, la matrice est non nulle seulement pour /=1 et m = mq. Par
exemple si la polarisation est selon Oz, on sonde la projection des états finals sur pz. Si la

polarisation est selon Ox, on sonde la projection des états finals sur px et de méme pour Oy. De
la méme facon pour la composante quadripolaire si la polarisation est selon Oz et le vecteur

d’onde selon Ox, on sonde la projection des états finals sur dx; (voir Fig. 7).

Fig. 7. Le champ électrique, ici selon Oz, induit une vibration de I’électron de cceur,
par exemple 1s, selon Oz si on considere ce champ uniforme a I’intérieur de la zone
de calcul. Le recouvrement avec les états finals n’est alors non nul que pour la
composante pz. Si la longueur d’onde du photon est trop courte, les variations
spatiales du champ électrique ne peuvent plus étre négligées, la vibration n’est plus
strictement selon Oz. On aura alors une composante dx; qui sera également sondée.

Opérateurs magnetiques

On avu qu’en unités atomiques, et avec le méme terme de normalisation que I’ opérateur

électrique, I’opérateur magnétique est donné par :

L1 lkxe+2s
Eﬁ(ﬂ X & (L+28)|g)

Les regles de sélections suivant I’orientation du champ magnétique de I’onde
électromagnétique sont données a partir des expressions?? :

(‘E' m, J|Lx + 25x|{)g: my, Jg) = ((p_6m,mg—1 + p+5m,mg+1) 6:7,09 + 6m,mg6o,—og) 6&{’9

(f; m, 0'|Ly + 25y|{’g, mg, Ug) =1 ((p_6m,mg—1 - p+6m,mg+1) 6a,ag + 20g6m,mg6a,—ag) 6&1‘39

St RSt RSt =

(i’, m, 0|LZ + ZSZ|{’g,mg, ag) = (mg + 209)60,096m_mg6€_gg

avec : pt = %\/{’g({’g +1)— mg(my +1) et p~ = %J{’g({’g +1) —my(my — 1)

1 Obtenu & partir de L, Y;™ = (L, + iL,)Y;" = /(£ F m)(€ £ m + 1)Y;"**. Voir, M. E. Rose, Elementary
Theory of Angular Momentum, P. 235-237, Ed. John Wiley & sons, Inc. (1966).
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B-8) Formules monoélectroniques

A partir des expressions des états de cceurs, des états de valences, des regles de
sélections, on peut donner une expression précise de chaque terme des éléments des tenseurs
d’absorption ou diffusion.

1) Cas des transitions électriques

Les opérateurs électriques contiennent les expressions rq, re r5 0U rq Far,. On les note
de facon unique par rAnA ouns =1, 2 ou 3 est la puissance de r correspondant respectivement
aux transitions E1, E2 et E3. On a alors :

Ny _ A nA
r* = chAmAYf r

N

On veut calculer :

Tan = knA+nA'_22<(Pg MA [t ><6f ‘rAn‘AI‘(Pg>

f.g

avec respectivement pour états initial et final:

ZGGY 02" bg Nx, f :(Ef = zalf,ma—s,sﬁémos(r)Y/)mZa

‘mso

On obtient alors:

oo mmAm e mmAm o' osn, asnA
ZC/ my /AmA ZG G z Llply N Ly Z,R R a?m+o- s,S Vm+a- -s',s'

INUN goo' ss'
RN

S

avec les coefficients de Gaunt :
mm,mm, .o *v My Mg +3—
rw,\wg U= _[Yzm YeT Y(zgg+2 7dQ

et les intégrales radiales :
RM =kt j b, ()r*™b,,.. (r)dr

En I’absence de spin-orbite, s et o deviennent identiques et les états finaux sont
purement spin up ou spin down. Par ailleurs, les intégrales radiales ne dépendent plus de m et
ona:

— c mm,m mmA ony [ oNy:
TAA' o AmA /AmA ZG Zru > M Ly R R a/mo- /mo-

~

> >
33

= B>
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2) Cas des transitions magnétiques M1 et M2

On peut utiliser la méme formulation générale que pour les transitions électriques en
substituant les opérateurs k" ™r 4 par %(La +25, )% . L’intégrale angulaire va constituer un

mymo,

pseudo coefficient de Gaunt F[Zjﬂ *“ matriciel en spin et ot £, = 0 tandis que m, désigne les 3

directions de I’espace. Ces valeurs ont été données dans le chapitre sur les régles de sélection.
L’intégrale radiale pour ns = 0, contient la multiplication par la constante de structure fine :

R0 Z%jbg (r)r™b, _(r)dr

/mos

L’expression donnant T.4contient alors une sommation supplémentaire sur les spins
puisque I’opérateur peut assurer un spin-flip :

_ A A oy~ mm,myoyo —~m'mymyo'oc’ 0s0y o's'0 f f*
T = zcmmACm‘mA- Z G,°G, Zréwg Fwwg R R A mro—s,s & mro—s's
f

My goyo'y /",“‘?' i ss'
0 oMy 'm'o

Notez que ces termes sont tres petits a cause de I’intégrale radiale. Celle-ci ne contient
plus un facteur r supplémentaire (n4 = 0) et les parties radiales des fonctions initiales et finales
sont orthogonales. En réalité la fonction d’onde finale correspond a un état électronique excité
avec un trou dans un niveau de cceur. Elle n’est donc pas exactement solution du méme
Hamiltonien que la fonction d’onde initiale. Néanmoins quand I’état initial est un niveau de
cceur la perte d’orthogonalité reste tres faible.

Enfin, il faut noter que les éléments de matrice quadrupolaire magnétique, M2, sont reliés a

—%<€mc|rYlmA%(%Lx+ZSX]€ Moy

999
_ a1 n-MgImamo +1-Mg+lmymoe mgm,mo osl
-2 (3[[3 nglf +p Fggu 8009 +Fggu 60—0g RL/m
2
— K= (tmo [y, %(%Ly+28y1€gmgcg>
_ a1l p-prMeImame 4 Mg+lmamo  \o+3 mMgmsmo osl.
- |2k(3(p Y L, S0, +(-1) 2Ty 1 6o, JRm

2 3 mgm,moc 1
— I (ime |y L(2L, +zsz]fgmgcg> = —%k(%mg +(—1)G+2)F€gg€ "8 50, R
Les transitions M2 ont la méme parité que les éléments E1. Ayant méme intégrale

radiale que E1, ils sont ka/2 (o ® 1/137) fois plus petits que E1, soit & 100 fois plus petits pour
un seuil K d’un 3d.

3) Formule généralisée

La théorie de la diffusion multiple est vue dans le chapitre E. On peut déja noter ici
qu’elle permet d’exprimer la structure électronique en fonction d’amplitude de diffusion

! ! - - - - - 7 - 7 -7
multiple, =& ™+~ dont la partie imaginaire, quand potentiel et énergie sont réels, est reliée

-39 -



Les spectroscopies d’absorption X

a la densité d’état et a la section efficace d’absorption. On introduit une amplitude de diffusion
multiple, que I’on appellera « efficace » telle que :

i_{",m’+o’—s’.s’ =i af af*
£ m+o—s,s - {m+to—ss ' m+d—s's
f

On verra méme dans le chapitre E que la relation avec I’amplitude de diffusion multiple est :

A |

' m/+ol=s's" _ - 'm'+o'-s's’ _ Tf,m+a—s,s *
£ m+o—ss ' m'+o'—s' s’

Y /m+o-s;s 2

Les tenseurs peuvent étre exprimes en fonction de ce terme :

- A A’
Thpr =1 Z CoampCnrm,

l’AmA
{’A/mAI
!
09 ~9g mmymgoge  m'mymgogo’ os0pa’s’o Mé”m +o'-s's’
Z Gg Gg I—;’{’ t’g I:,” A’fg R R m' {’m+a 5,
! mo
999% 2'm' a1

On peut donc aussi écrire I’absorption tensorielle, qui contient des éléments non diagonaux et
donc complexes, en fonction de ces amplitudes

o
= 4m2ahwi ) > Gy, Gygr O (By¥iya, 1051Bu Vi)t bma s (Byror rlonl by Y )

!
g amagcrg LL

ou L = (¢, m,s). Avec cette notation les opérateurs électriques doivent contenir explicitement
la conservation du spin :

Op1p1 = 866, €T
Noter que par homogénéité, on peut aussi poser :

P
G G . _”?g O'g _ _-f[grmg"'”g—sgnsg

99g gaé - 9.0g tgmgtog—sg.sg
ce qui donne :

o =4n “h“’z Z g"ﬂZ(b Vigoy 10315 Y e 0" <buaYuI0i|ngL'ga;]>

g oo’ ogag
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B-9) Approche tensorielle

Dans la pratique, on calcule les élements de matrice dipolaires, quadripolaires (et
éventuellement octupolaires) selon les directions de I'espace avec ro, = X,y ou z :

nga = <f|ra|g>
Qgaor =5 (flrurl)
Ofgoca'(x" = _k_62<f|ra ra'roc"|g>

ce qui permet d'obtenir les tenseurs dipole-dipole (E1-E1), dipole-quadripole (E1-E2),
quadripole-quadripole (E2-E2) et dipole-octupole (E1-E3) :

Dmx' = Z (D:ga nga' )

f.g

| ac'o” = ;(D;ganga'a")
0t

Q(xoc'a"(x"' = Z (Q:gaa"lega"a"')

f.g
Ouoaram = Z (ngaofgoc'oc"a"')
f.g

En I’absence de spin-orbite, on peut toujours trouver une base ou f et g sont réels, donc dans ce
cas seul le terme d'interférence est imaginaire pur, les autres sont réels.

Pour obtenir les tenseurs du mateériau, il faut alors sommer les tenseurs atomiques en les
multipliant dans le cas de la diffraction par le terme de phase.

Enposantque k = k), v, iq et & =), €4l,, 0naalors:
N=> ¢ c,D,

a
H s* i i s *
+1 Zga ga' (Va" I aa'a" _Va" I a'aa")
aa'a”
S* i \,S i
+ Zga ga‘va"va"'Qaa"a'a"‘
aa'a"a™
s* i [ s .S *
+ Zga ga'(va"va"'oaa'a"a"' + Va"va'"oa'aa"a"')
aa'a’a™

Le deuxiéme terme d'interférence dipole-quadrupole, ou E1E2, vaut zéro en XANES
quand la polarisation est rectiligne, ou si le matériau est centrosymétrique. Le quatrieme terme
d'interférence dipole-octupole est theéoriquement du méme ordre de grandeur que le terme
quadripolaire.

Noter que le terme E1E2 peut aussi s’écrire :
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o s* i i s *
N E1E2 — I Zgoc ga'(va" I aa'a" _Va"la'aa")

aa'a"

B N TIN5l P RVIRE 1N < (I

aa'a" aa'a"
ou la deuxieme partie correspond a la contribution magnétique.

Avec ce formalisme général, on peut aborder I’absorption et la diffraction selon tous
les modes de polarisation, rectiligne ou circulaire.

Application au cas du dichroisme circulaire naturel

Les régles de sélection sont différentes entre les transitions E1 et E2. En particulier, elles
ne sondent pas les orbitales de méme parité. Le tenseur | qui rend compte des canaux de
transition hybridés E1E2 sonde donc des états qui doivent contenir a la fois des termes pairs et
impairs. Ceci est impossible si le site d’absorption est sur un centre de symétrie.

On peut tester ce phénomeéne par une expérience de dichroisme circulaire naturel. On
regarde alors la différence entre les sections efficaces d’absorption correspondant a des
polarisations circulaires respectivement droite et gauche. Les termes E1E1l et E2E2 se
soustraient et il ne reste que les termes E1E2. On peut illustrer ceci en choisissant par exemple
un systeme de coordonnées tel que le vecteur d’onde soit selon Oy et £.1 = %(z +ix),ona:

1 .
oy = 4n2aha)zz [(f|z + ix + tky(z + ix)|g)|2
fg

et donc :

o, —o_ = 4n2ahwz k(glx|fXflyzlg) — (glzlfXflxylg))
fg

Dans ce cas particulier le signal sera non nul, seulement quand un état final contient a
la fois des composantes px et dyz ou p: et dxy. Ceci est naturellement faux en cas de site centro-
symeétrique. C’est aussi le cas dés qu'un plan de symétrie passe par I'atome absorbeur.

Cas du dipble magnétique

On peut aussi inclure les termes correspondant a la transition dipolaire magnétique et a
I’interférence dipble-magnétique-dip6le électrique. On a alors en plus :

N=SbsbiM,,.+> b e, +blssP,)

ol b =k X €/|E| désigne le vecteur unitaire décrivant I’orientation du champ magnétique de
I’onde électromagnétique. M et P désignent respectivement les canaux dipdle-magnétique-
dipdle-magnétique (M1-M1) et dipble-magnétique- dip6le-électrique (M1-E1). La matrice
interférence est donnée par :

=42 -



Les spectroscopies d’absorption X

P Z(M fganga')

f.g

Pour un matériau non magnétique, elle est imaginaire pure, pour chaque état initial. Sa
contribution est donc alors nulle quand la polarisation est linéaire. Noter que le terme E1IM1
peut aussi étre écrit :

N EIM1 = Z(b;*g;' + b;gj)iﬂ(Paa')-i_ Iz (b;*g;, - bajcgos: )S(Paa')

Cas du quadripdle magnétique

On peut aussi inclure les termes correspondant a la transition quadripolaire magnétique
M2. On a alors en plus du M2-M2, les termes d’interférence E1-M2, M1-M2, et E2-M2.

N =i Zgj*b;.(k;..sm.a.. —K3.S )

aa'a"

+i 2 bb bl (KT — KT )

aa'a"

+ bl kekLR

a Sa'ta' aa"a'a™
aa'aa"

ou b désigne toujours le vecteur unitaire décrivant I’orientation du champ magnétique.

- Z(ngaMfgaa )
- Z(M fgaMfgoc'oc")

ROL(X'(X"(X"' = Z (M fgoa' M fzg(x"oc"' )
f.g
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B-10) Tenseurs sphériques

Il peut étre utile d’exprimer la diffusion non pas en fonction des tenseurs cartésiens,
mais plutét en fonction des tenseurs sphériques. En effet ceux-ci sont plus facilement
interprétables en termes physiques. Dans ce cas, pour chaque contribution (E1EL, E1E2, E2E2,
E1ML1...) I’'amplitude de diffusion devient :

N= > 1My

=0, 1max

m=—44
ou les T;™ désignent le tenseurs sphériques de la polarisation et les M}, les tenseurs du
matériaux. E1E1, EIM1 et M1M1 sont des tenseurs de rang 2 ({max= 2), ELE2 est un tenseurs
de rang 3 (Lmax= 3), mais avec le terme £ = 0 nul, tandis que E2E2 est un tenseur de rang 4
(Emax: 4).

Noter qu’on peut aussi utiliser une autre base en harmoniques complexes, obtenue pour

m # 0 par des relations du type :

TMy =T My - T, M ™
et qui aménent en plus des facteurs (—1)%*™ devant chaque produit T} M}".

Par ailleurs pour les tenseurs ELE2 et ELM1, on sépare les contributions magnétiques et
électriques. Pour E1E2, on a gardé un une multiplication par « i » a I’extérieur du tenseur, qui
reste donc présent aussi pour son expression en tenseurs sphériques. Comme dans E1M1, on
n’a pas mis de «i» a I’extérieur, il est le seul dont la partie électrique du tenseur cartésien
correspond a la partie imaginaire, tandis que la partie magnétique correspond a la partie
imaginaire.

Pour E1E1, E2E2 et M1ML1, les composantes des tenseurs sphériques de rang impair
sont magnétiques, et ceux de rang pairs sont magnétiques. Les tenseurs E1E2 et ELM1 ont des
contributions électriques et magnétiques pour toutes les composantes comme résume dans le
tableau ci-dessous :

4 E1E1 E1IM1 E1E?2 E2E2

0 Monopole ++ C -+ - T+ o
1 Dipole +- | -+ de - Q —+ de -0 + |
2 | quadrupole ++ -+ - —+ - +

3 Octupole -+ - +-

4 | Hexadécapole ++

Les signes ++, -+, +- et ++ représentent les changements de signes par inversion et
renversement du temps. En fond vert sont représentées les composantes qui mesurent le
magnétisme et en fond blanc les composantes qui mesurent la charge électrique. Par exemple,
les composantes monopolaires de ELEL et E2E2 mesurent la charge par unité d’énergie, c,
tandis que les composantes dipolaires de E1E1 et E2E2 mesurent le moment magnétique par
unité d’énergie, |. Les composantes dipolaires en ELE2 et ELM1 mesurent I’anapole ou moment
toroidal par unité d’énergie, Q, pour la partie magnétique et le moment électrique par unité
d’énergie, de, pour la partie électrique. Naturellement, suivant le canal, il ne s’agit pas de la

-44 -



Les spectroscopies d’absorption X

méme projection : la charge ¢ en E1E1, a un seuil K correspond a celle des états p, tandis que
celle en E2E2 a une partie de la charge des états d.

Canal E1E1

Monopole non magnétique (tenseur scalaire isotrope):
DY =4(D, +D, +D,)

Dip6le magnétique (tenseur de rang 1):

Dlo = _%(ny - Dyx): Iz
Dl1 = _%(Dyz - Dzy)= Ix
D£1 = _%(sz - sz): Iy

Remarquez que la multiplication par « —i » revient a prendre la partie imaginaire.

Quadrupole non magnétique (tenseur de rang 2):

D¢ =4(2D,-D, -D,,
D;=1(D,+D,)
D;*=4(D, +D,)
D;2=4(D, +D,,)
D; =4(D, -D,,)

Les tenseurs de polarisation sont obtenus par les mémes formules en substituant D, par
82*5}3 , mais en omettant les termes de normalisations (1/3, 1/6 et 1/2). On obtient alors :

N =¢i.gD) +iL.g X g + 2 "M
m
avec L = (Ly, Ly, L,).

Canal E1E2

Pour les termes E1E2, I’expression est la méme pour les parties magnétiques et non
magnétiques. On prend simplement la partie réelle pour la partie électrique et la partie

imaginaire pour la partie magnétique.
Dipdles magnétique et non magnétique:
0_1
Il —15 2|zzz - szx - Izyy +3|xxz +3Iyyz)
1_1
Il _E(lexx - Ixyy - Ixzz +3Iyxy +3|zxz)

_1_ 1
Il _E(zlyyy - Iyzz - Iyxx +3|xyx +3|zyz)

Pour la partie magnétique, chacun des termes correspond aux trois composantes (Qz, Qx et Qy)
du moment toroidal, aussi appelé anapole.
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Quadrupole magnétique et non magnéetique :

Il existe encore le terme octupolaire avec £ = 3 :
1
I?? = E(ZIZZZ - 2Ixxz - szx - 21yyz - Izyy)
1
15 = 7=(3Luax + Liyy + 2lyxy = 4lxzz = 8lzxz)

- 1
I57 = =(3lyyy + Iyxx + 2Lxyx = 415, — 8ly,)

1
I3 = ﬁ(ZIxyz + 2lyx; + 2Dy )
_ 1
I3% = ﬁ(mxxz ~ 2lyyz + Ipex — Izyy)
1
13 = 3(Liyy + 2lyxy = Lax)

-3 _ 1
I3 = 5(_Iyxx + 2Ly — Iyyy)
Pour le tenseur de polarisation, on remplit d’abord la matrice cartésienne avec :

+

Taﬁy - S;kagiﬁviy + g:ﬁgiavsy

ou T* et T~ sont respectivement les tenseurs polarisations électriques et magnétiques. On
construit alors les tenseurs sphériques avec les mémes expressions que pour le matériau (et sans
le terme de normalisation).

Canal E2E2

Comme pour le canal E1EL, le terme ¢ = 0 correspond a la diffusion isotrope non
magnétique, puison a:
¢ =1: dipble magnétique
¢ =2 : quadrupole non magnétique
¢ = 3 : octupole magnétique
¢ = 4 : hexadécapole non magnétique.

Canal EIM1
Les expressions sont les mémes que pour EL1E1 en prenant la partie réelle pour le tenseur
magnétique et la partie imaginaire pour le tenseur électrique (et pas I’inverse !). Noter qu’on

applique les opérations sur le complexe conjugué de la transposée de la matrice cartésienne.

Pour le tenseur de polarisation, on remplit d’abord la matrice cartésienne avec :
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Tiﬂ = g;abiﬁ + Eiab:ﬁ

a

ou T* et T~ sont respectivement les tenseurs polarisations électriques et magnétiques. On
construit alors les tenseurs sphériques avec les mémes expressions que pour le matériau (et sans
le terme de normalisation).
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B-11) Conclusion

Pour terminer sur cette partie, on insiste sur le fait que les spectroscopies d’absorption
X sont des sondes de la structure électronique locale autour de I’absorbeur. Elles sont souvent
et surtout exploitées pour la sensibilité que cela implique sur la structure géométrique du
matériau. Cependant les études spécifiquement électroniques (échanges de charge, ordre de
charge, hybridation des orbitales...) sont de plus en plus courantes. Il faut tout de méme
rappeler que le photoélectron voit un milieu excité puisqu’il y a un trou dans son niveau de
cceur d’origine. Le signal mesuré est donc sensible a une structure électronique perturbée.
Quelque fois cette perturbation est négligeable. Dans d’autres cas, il faudra absolument en tenir
compte.

Ces spectroscopies effectuent une sélection sur les especes chimiques du matériau par
la valeur en énergie du seuil d’absorption. Par les regles de sélection, on a aussi une sonde
sélective en moment angulaire sur les états électroniques. Par le jeu sur les polarisations en
entrée dans le cas de I’absorption et également en sortie dans le cas de la diffraction, on pourra
étre encore davantage sélectif sur les orbitales sondées. Dans le cas de la diffraction anomale,
on ajoute en plus la sélection sur le site cristallographique propre a la diffraction. L’ensemble
de ces sélections fait une des forces de ces méthodes.
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C - La diffraction résonante

C-1) Introduction

Pour un volume diffractant petit, I’intensité diffractée est a intégrer autour des
conditions de Bragg et sur les 2 angles du détecteur. On obtient alors une grandeur qui est
dimensionnellement une énergie, mais que I’on appelle lq. Pour un faisceau polarisé, elle est
donnée par la relation®?

E 21

Q A 2
1, Y sin 26, o

N , "y . " 1/ e%\2
ou Fq est le facteur de structure et lo est I’intensité du faisceau incident. K = -~ (#) avec m

vitesse de rotation autour de I’angle de Bragg. V et v sont le volume irradié dans I’échantillon
et le volume de la maille. & est I’angle de Bragg. Pour une onde non polarisée, il y a le facteur

%(14— cos’ 293) en plus. Selon la convention physique, le facteur de structure est donné par :

Fornys = Y 7R (foq = ifona + 1) = 1 (@) = i(fina(@) = ifyia()))

a

Dans la mesure ou a la fin, on calcule I’intensité et donc le module carré du facteur de structure,
on peut prendre le complexe conjugué selon la convention « cristallographique » :

Focrise = ) € 9% (fog + ifona + 1(@) + if (@) + {(fa (@) + ifya(@)))

a

A la formule de la diffraction classique ou on a les seuls termes de Thomson f;, et
éventuellement le non résonant magnétique if,,,, Vviennent s’ajouter les termes résonants
fa(w) —ify' (w) qui dépendent fortement de I’énergie, de la polarisation et de I’azimut. Dans

la formule, l'indice a correspond aux atomes de la maille de position R,. Ici, on a séparé le

terme résonant magnétique fq(w) — ifina(w). 1l est parfois fondu avec le résonant non
magnétique.

Avant de passer & I’évaluation des termes résonants, le chapitre suivant donne les
expressions des contributions non résonantes, dites de Thomson et magnétiques.

12 B, E. Warren, X-Ray Diffraction, p. 44 (Dover, New York, 1990)
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C-2) Contributions non resonantes

a) Diffusion de Thomson

La diffusion totale contient en plus des termes résonants, les termes non résonants.
Ceux-ci sont responsables des signaux mesurés en diffraction classique. Le terme magnétique,
de I’ordre du millieme par rapport au terme de charge (ou de Thomson) aux énergies
correspondant aux seuils des 3d, a été mis en évidence par de Bergevin et Brunel3,

Comme vu dans le chapitre B, si on somme sur toutes les orbitales atomiques, le terme
de Thomson est proportionnel a la transformée de Fourier de la densité de charge atomique :

F(Q) = f e Q7o (r)d3r = ﬁ rp(r) sin Qr dr

ou Q = k, — k; est le transfert de moment. Pour une réflexion donnée, le transfert de moment
est une constante puisque :
Zdhkl Sin HB = A

) 4 2m
|k — k;| = Q = 2ksinfy = —sinfy = —
A dhki

Le terme de Thomson est donc indépendant de I’énergie pour une réflexion donnée. 1l dépend
enfin des polarisations entrante et sortante de la lumiére par :

fo = &.£F(Q)

Il est donc maximal en polarisation c—c et nul en o—n.

b) Diffusion magnétique

Le terme magnétique (voir Blume et Gibbs!?) est relié de fagon différente au moment
de spin et au moment d’orbitale. Il est également indépendant de I’énergie pour une réflexion
donnée mais dépend de I’orientation des vecteurs polarisations et des vecteurs d’onde par
rapport a I’axe magnétique.

hw
fn=——

17/, =2 - =, = -
=— (3L(Q).4 + 5(Q).B)
ot S(Q) est la transformée de Fourier de la densité de spin et L(Q) est relié & la transformée de
Fourier de la densite d’un moment d’orbitale efficace. Noter I’absence du facteur -i
(contrairement aux articles de Blume) de fagon a avoir un terme adaptable aux conventions
« cristallographique » et « physique ». §(§) est orientée selon le spin et on peut prendre

souvent avec une bonne approximation L(@) selon la méme orientation. Les vecteurs A et B
sont donnés par :

13 F. de Bergevin et M. Brunel, Acta Cryst. A37, 314-324 (1981).
14 M. Blume et Doon Gibbs, Phys. Rev. B 37, 1779-1789 (1988).
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ol k = k/k. Le signal dépend maintenant de I’azimut. En polarisation o—o, seule la partie spin
contribue. Pour obtenir la diffusion totale, ce terme est multiplié par «i» (ou «-i» en
convention « cristallographe »). La contribution magnétique non résonante est donc imaginaire
pure. Noter que ces formules sont en réalités valables seulement a haute énergie par rapport aux
seuils d’absorption Las.
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C-3) Contribution anomale

a) Expression de I’amplitude de diffusion résonante

La contribution anomale (ou résonante) de la diffraction est physiquement proche de
I’absorption X réelle, par opposition a virtuelle, que I’on observe dans le XANES. Dans les
deux cas, il s’agit de transitions entre états de cceur et états non occupés. Les formules mises en
jeu ont donc également un lien étroit.

Dans le cas de la diffraction anomale, le photon réémis peut avoir une polarisation
différente de celle du photon absorbé ce qui donne deux termes « bra-ket » respectivement pour
I'absorption et la réémission du photon. Par ailleurs I'absorption étant virtuelle, il faut calculer :

2 (‘pg 05 ‘/’n)<‘Pn|0i|‘Pg)

hw — (E, — E;) + in

f'lw)—if"(w) = mrlli%l+;g (E" ; Eg)

> et f" s’expriment en nombre d’électrons. On rappelle qu’on a choisi pour exprimer le facteur
de diffusion la convention "cristallographe” ou " est positif (ce qui explique le "-" devant lui).
Le deuxieme membre de I’équation reste en convention physique ou le signe devant la constante
n, qui tend vers 0 par valeurs positives est le méme que devant 7. Ici les états n sont de norme
1. Noter que la contribution magnétique peut étre explicitement séparée : f'(w) — if " (w) —
f'(@) = if"(@) = i(fn(@) = ifyi (@)).

Par ailleurs, les états n, au-dessus de Fermi, sont dans le continuum. On peut donc les
normaliser par continuité avec les états du vide (c’est-a-dire par la racine de la densité d’état du
vide). On a alors intérét a séparer la sommation entre états f de méme énergie E et a intégrer
ensuite sur I’énergie :

dE

P . _ ( En_Eg Zan(QDnloglgon)(ganloilgyg)
f'(w)—if (a))—mEJ-( h ) hw — (E, — E;) + i%

On a remplacé la largeur infiniment petite par la somme des largeurs des niveaux de cceur et

des états intermédiaires. Noter que pour les énergies résonantes (E,, — Eg)z/h2 =~ w?. La partie

imaginaire de ce terme est pratiquement proportionnelle a la section efficace d'absorption quand
les polarisations incidentes et diffusées sont les mémes. On a alors la relation :

8ma h?

o= fll

" hw 2m

ou tous les termes sont en unités du systeme international et /'’ est en nombre d’électrons. On
- iy . 2 . .
peut utiliser I’énergie en Rydberg: hwp = hw/imc2e? = ho X af h—? Si maintenant on

exprime le rayon de Bohr, a,, en Angstrom et o en Mégabarn (= 108 cm?), on obtient :

800maad _,,
——f

OMbarn = ho
R
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Le facteur 7 a la place de w2 apparait lors de I’intégration. En effet, si on note 4;; =
Yng{®g|0s|n)@nloi|@,), dans le cas ot T > 0, la partie imaginaire de I’intégrale devient un
pic de Dirac (lorentzienne de largeur nulle) et on obtient suivant la nature de Ais :

- Ais réel pur (terme dipole-dipole, quadrupole-quadrupole)

f'= msztAis
- Ais imaginaire pur (terme dipole-quadrupole)
f' = —mw?nA;

La figure 8 donne un exemple de structures XANES et DAFS au seuil K du vanadium
dans NaV20s. Le prépic a 5467 eV se retrouve bien dans les deux spectroscopies.

YANES O Nav. 0, Fig. 8. Comparaison entre les
B . structures RXD et XANES dans
NaV20s. La raie de diffraction
(1,0,0) est en polarisation c—m, c’est
a dire que la polarisation incidente
est perpendiculaire au plan de
diffraction (ici selon Oz) alors que la
polarisation sortante est dans le plan
de diffraction.

XANES Oy

DAFS (15/2,1/2,1/4) sigma-sigma, polarisation Oz _|

DAFS (100) sigma-pi

5460 5480 5500 5520 5540

Energie (eV)

b) Analyse matricielle

En coordonnées cartésiennes et en prenant le vecteur diffraction selon z, si ¢ désigne
I’angle azimutal et 6, I’angle de Bragg, les polarisations m et ¢ sont définis avec I’échantillon
tournant positivement selon le sens trigonométrique, autour du vecteur diffraction :

IRy .

Le facteur de structure anomal dipolaire (ELE1) en tenseur cartésien s’exprime par :
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Fap — Fs = 2 o-iGFa (fa’aﬁ(w) — 1f2p(@) = i (Fraas (@) - if,;;aaﬁ(w)))
a
ou o et B expriment X, y ou z, et donc o; = 8 et o; = a. Le premier indice est donc la
polarisation sortante.

Soient les vecteurs d’onde entrant et sortant (indices i et s) :

. cos 8 cos @ . cos 8 cos @
k; = (—cos 0 sin <p> ks = (—cos 0 sin <p>
—sin @ sinf

et les polarisations c ou = :

sing sin 8 cos ¢ —sin 6 cos @
gy = (cos (p) & = (—sin@ sin <p> &= < sin @ sin @ )
0 cos6 cos B

L’anisotropie de la diffusion peut alors étre décrite sous forme matricielle dans la base
(o,m):

_ FO"O' Fa'n
F‘(F,,fa £)

n'n

Le premier indice est I’onde sortante, le second I’onde incidente. Le prime désigne aussi I’onde
sortante. Quand il n’y a pas de confusion on omet le prime. Pour la partie non magnétique, on
a pour la composante dipolaire électrique E1E1:

Fy5 = sin® ¢ Fyy +sin2¢ Fy, + cos® ¢ F,,,
Fe = %sin Osin2¢ (Fxx - Fyy) + sin 6 cos 2¢ Fy,, + cos@sing F,, + cosf cosp F,,,

B

= —% sinfsin2¢ (Fxx — Fyy) —sinf cos2¢ Fy,, + cos@sing F,, + cosf cosp F,,,

a7

x=—sin? 6 (cos? ¢ Fyy +sin 9 F,, —sin2¢ F,,) + cos? 0 F,,
Pour la composante magnétique en E1Ex:

‘o =0
Enne = —sin@ F; ., + cos 6 (cos ¢ Fpy, +sing mez)
Enor = —sin@ Fyy, —cos6 (cos ¢ Fpy, +sing mez)
Fopwr = sin 260 (—cos @ E,, +sing Fyz)

Pour caractériser I’état de polarisation d’une onde se propageant selon z, de champ électrique
complexe (Ex Ey), on peut utiliser les parameétres de Stokes définis pas :

SO = |Ex|2 + |Ey|2
2
Sl = |Ex|2 - |Ey|
S, = 2R(ELE;)
S; = —2Im(E,E;)
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En utilisant la matrice polarisation (ou de Jones) du faisceau incident en fonction de ces
parametres, en normalisant (S, = 1) et en utilisant la base o- :

1(1+Sl SZ_lS3>

PZE Sz+153 1_51

ou S1 = %1 correspond aux polarisations linéaires selon o et w; Sz = £1 correspond aux
polarisations linéaires diagonales entre c et «t ; S3 correspond aux polarisations circulaires droite

et gauche. La polarisation totale est p =/S?+S2Z +S2 <1. Si p = 1, le vecteur polarisation
dans la base o-m est donné en fonction des parameétres de Stokes par :

1
2o <1+51>

/2 T+ 251 Sz + iS3
En fonction de la matrice polarisation, I’intensité diffractée est donnée par®® :
I <« Tr(FPF™")

Et donc :

1 1 * *
I x 5(1 + Sl)(lFaalz + |Fno|2) +§(1 - S1)(|Fon'|2 + Ianlz) + SzRe(Fanmr + meFmr
+S3Im(chFa*7t +F7TO'F7;7T

On a alors, en fonction de la polarisation incidente :
IO' & |F0'0'|2 + |FTL'O'|2
ITL' & |1F0'TL'|2 + |FTL'7T|2
Ii X E(|F0'0'|2 + |FO'TL'|2 + |FTL'O'|2 + |FTL'TL'|2) i Im(FO'O'F;ﬂ + F7TO'FT:7T)

La matrice de polarisation du faisceau diffracte est alors :

1
P' = YFPFJr

Si on dispose d’un cristal analyseur, celui-ci a pour matrice :
B cosn —-sinpy
| cos2¢siny  cos2gcosn

ou 7 et ¢ sont I’angle de rotation de I’analyseur autour du faisceau diffusé et I’angle de Bragg
de I’analyseur. Dans ce cas :
I «< Tr(AFPF*A™).

On a un cristal analyseur parfait quand ¢ = 774, c'est a dire cos 2¢ = 0.

155, P. Collins and A. Bombardi, Resonant X-ray Scattering and Absorption in Magnetism and Synchrotron
Radiation, chap. 8, Ed. E Beaurepaire et al., Springer, Proceedings in Physics 133 (Springer-Verlag Berlin,
Heidelberg, 2010).
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c) Correction absorption

L’intensité de la réflexion mesurée est affectée d’une absorption dite « self-absorption »
qui vient de I’absorption du faisceau incident entre la surface et le site qui diffuse, puis de
I’absorption du faisceau émergeant jusqu’a sa sortie du matériau. Si o est I’angle entre la surface
et le plan diffractant, le parcours jusqu’a I’élément de couche de largeur dz participant au signal

estl; = ST De méme, le parcours jusqu’a la sortie est de [, = naa)
aTQ
%— O - g— Og+a
A
Surface
dz
La contribution de cette couche de surface S et de volume Sdz a I’intensité diffusée est
donc :
dE 201 2
_Q _ KSdz_2 - ‘FQ‘ e‘(#i'i‘*’#s's) ’
I V© sin 26,

ou i et ps sont les coefficients d’absorption linéaires selon les polarisations incidentes et
sortantes. En supposant I’échantillon infini et en intégrant, on obtient I’intensité mesurée :

E 3
-9 - 1 ks® 1 Fo| -
I, i M v sin 26,

sin(6, +0¢)Jr sin(0, —a)

Si le milieu est isotrope on obtient la correction en 1/ habituelle.
Si on prend une énergie rayonnée référence avant le seuil et ou I’absorption o est
faible et isotrope :

Ho + Ho .
o _ Eq _sin(@p+ay) " sin(6p —ay) _ 2 sin O cos o a g
Ior Eor Hi Hs ~ sin(0p — o) p; + sin(0g + ay)
ok ok sin(0g + ay) + sin(0g — ay) i s i B s s

En présence d’une couche « morte » c'est-a-dire non ordonnée en surface, d’épaisseur
3, on a en plus une absorption exponentielle en entrée et sortie et donc le facteur
. e = A . o . R
supplémentaire : exp(—jtad) avec a = gt T smEp=) et g I’absorption linéaire
moyenne. Comme au-dessus, on va prendre une intensité référence juste avant le seuil, ce qui
fait que I’intensité finale en fonction de I’intensité non corrigée Inc est de :

2 sin B cos aga

| = eHo—M)ad I
sin(8; — a) W+ sin(Bp + ay) M e

-56 -



Les spectroscopies d’absorption X

d) Mesure sur pic et mesure intégree

Lors de la mesure, le détecteur a une surface qui généralement effectue automatiquement
I’intégrale sur les deux angles de détection. Par contre I’intégrale n’est souvent pas faite autour
de I’angle de Bragg. Dans ce cas, la profondeur sondée varie en fonction de I’énergie incidente
avec la variation du coefficient d’absorption linéaire. Dans ce cas, la mesure ne tient pas compte
de I’élargissement correspondant de faisceau diffracté qui s’accompagne d’une baisse en
amplitude au pic, c'est-a-dire a I’angle de Bragg. Si on considere que la largeur du pic
correspond a la profondeur sondée et que celle-ci est inversement proportionnelle au coefficient
d’absorption, enfin si on considére que les autres parameétres participant a I’élargissement sont
négligeables, on obtient une nouvelle correction en gz o/u a effectuer sur le calcul ou o est une
absorption référence par exemple avant le seuil.

En réalité I’élargissement correspondant est en partie pris dans le détecteur. Celui non pris
en compte correspond a I’élargissement perpendiculaire a la surface. La correction a apporter

estdonc: c = % + (1- %) cos(0p — ay).

e) Biréfringence

L’équation au-dessus a été obtenue en négligeant la biréfringence, c'est-a-dire que la
polarisation, dans un milieu anisotrope tourne en fonction de la pénétration. D’apres Lovesey
et Collins®®, au bout d’une distance parcourue |, la matrice transmittance est donnée par :

Unn—Hoo . _ Hom .
Q) = T <cosh(rl) + = sinh(zl) - sinh(z0) >’

Hro s Koo~ Unm .
- sinh(zl) cosh(zl) + = sinh(zl)

4 OTTHTTO
avec . T= %\/(ﬂmr - .uaa)z + Yorlbne = %(:umr - .uaa) ’1 + (”1:_(_:06)2

et 4 = 4 Hu" qui designe maintenant le coefficient d’absorption linéaire complexe (c’est la
partie réelle qui est I’absorption). Pour un matériau non magnétique et en approximation
dipolaire uor = pze. L’€Xpression peut aussi étre mise sous la forme :

T(l) — e—%(llaa"'llmr)l

l 1+ limr;rﬂaa _ Irlzc;n l 1— limr;rﬂaa Irlzc;n
1 T -T
z| € __Hng 1— Hrnn—Hoo te Hrg 1+ Hrnn—Hoo

2T 4T 2T 4T

Aprés un parcours | = I, quand le faisceau incident a pour matrice u, la matrice
polarisation vaut :

1 +
P = TP}

Donc la contribution de la couche dz au signal est donnée par :

163, W. Lovesey and S. P. Collins, J. Synchrotron Rad., 8, 1065 (2001).
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dl « Tr(T,FT,PT}F*T})dz
S’il y a un analyseur en sortie, on a :
dI « Tr(AT,FT,PT}F*TtA")dz

En prenant comme précédemment une référence en intensité juste avant le seuil, on a
finalement :

KSA® + T+ g+
I = maﬂo TT(ATSFTlPTl F Ts A )dZ
0

Egalement comme précédemment, on peut ajouter un facteur supplémentaire e (#o—#a8 %
pour
prendre en compte une couche morte et I’élargissement du pic diffracté.

Remarquer qu’on peut écrire les choses un peu plus simplement en utilisant des vecteurs
p et a pour décrire la polarisation entrante et I’analyse :

Polarisation o: p= ((1))
Polarisation r: p= (1))
Polarisation circulaire droite : p= iz (3)
KSA3 (
— 2
I= maﬂof dz|a+TsFTip|

0
Cas des matrices transmittances diagonales

On vérifie que Si uor= ze = 0, les matrices transmittances sont diagonales et se
réduisent a des exponentielles :

1 l(1177:1'1:—110'0')1 _llf‘o'a'l 0
T(l) = e alkootumml ( €* 0 =(¢° .

0 e _%(Hn'n'_.uvau')l 0 e _%ﬂn’n'l
1
Dans ce cas, en posan'[ tgy = e_fﬂ‘ml pour o = o ou T

T.FT. = (tO'I 0 ) (Facr Fan’) <t0 0) — <t0’Faata ta’chtn:)
st 0 ty/\Fe FEr/\O0 g teFrots  to'Fanty
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. po' ao"
ionprendp = t a=
Sionprendp = (j,") et a = (")
a+TSFTip = a;/tO'/FO'O'tO'pO' + a;”tO"FO'T[tT[pT[ + a;:l."tﬂ’FﬂO'tO'pU + a;:L"tﬂ’Fﬂﬂtﬂpﬂ
On voit donc que les intégrales ne portent que sur les propagateurs :
KS/13 * * * * *
I = mauo z aa,ayr (lﬁF}/Spﬁp(S ta,tﬁty,t(;dz
ap'ys’ 0

oua,f,y,0=co0um.

4 sin B cos ag U

sin(05 + o) (Hara’ + Hyryr) + sin(6 — o) (pp + Us5)

[ee]
apy f tatpty tzdz =
0

En particulier, pour un faisceau incident polarisé o, 7, droite (+) ou gauche (-) et une mesure
selon o' ou 7' :

Ho 2
IO'O' X Re(#aa)liaale
sin 6 cos agllg |F |2
T

Re(sin(93+as)un1n/ +sin(GB—aS)un—n)
2 sin@p cos aglhg IF Iz
Re(sin(eB+as)uolor +sin(8p—as) fhrrrr) on
2sinBp cos aglq |F |2
Re(sin(93+as)unlnl +sin(OB—aS)[LUU) o

1 4 sin B cos ag g *
I oc=(I_.+1 +Im ( B F..E )
ot 2( g0 Uﬂ) - 2 sin(GB+as)Re([tGIal)+sin(93—a5)(,uga+,u;}n) oo om

1 4 sin Bg cos ag g %
Ly X Z([po + ) £ 1M . FoE
Tt 2( o T’:n) - 2sin(93+as)Re(ﬂn/nl)+sin(93—as)(ﬂa-0-+/t;fm-) oS

Inp &

IO'TL'

L5 X

Cas ol fnr = Uog €t Pon = —Hno

C’est le cas du quartz alpha qui donne le pouvoir rotatoire selon I’axe c. On a alors :

L .
T= Z\/ (#nn - .uoa)z + 4#07&“716 = %:uan
Les matrices transmittances se réduisent a :

1 tan(%,u,ml)>

— —lﬂaal 1
T() =e2 cos(z,uml) (—tan(%,uml) 1

Apres un parcours |, la nouvelle matrice polarisation est donnée par :
1
P = 7TiPT;'

Siona Sz =1, lapolarisation n’est pas changée et S’s = 1.
SionaSi1 =1, on obtient :
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(1 N 1-— |tan(%yml)|2 —2 tan(3ptgrl) \l
o 1 1+ lanCuoeD)|” 1+ |tan(iugsd)|”
2 -2 tan(%,u,ml)* L 1-— |tan(%,u(ml)|2
1+ |tan(Gpgrl)|” 1+ |tan(Gpgrl)|”

tana+itanhb

En utilisant : tan(a + ib) = itanatenhb

et tan(ia) = i tanh(a), on obtient :

_ 1+tan® (G orl) tanh? (3" ;1) — tan? (3 5 l) — tanh?(Ap"" 5 0)
1+ tan? (2;1 orl) tanh? (;,u"(ml) + tan? (2/,1 onl) + tanh? (%,u"(m )

tan(z,u . ) 1

2= cosh? (3" 571) 1 + tan? (34’ 5 1) tanh?(3p"' 5 1) + tan? (3 1) + tanh? (3" ;1)

tanh(3u" 5 1) 1
cos?(3pt' 5rl) 1+ tan?(3p' 5 l) tanh? (3u” 5, 1) + tan? (34’ 5r) + tanh? (u" 1)

On a le résultat habituel d’une rotation de la polarisation si u"’,,, = 0:
S1 = cos(f gr)

Sé =~ Sin(.u’mrl)
Si=0
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D - Diffusion résonante inélastique (R1XS)

I- Introduction

On s’intéresse a la diffusion inélastique du rayonnement électromagnétique. Cette
diffusion peut étre provoquée par des modes d’excitation collectifs (magnons, plasmons...) ou
localisés, tels des transitions électroniques a I’intérieur d’un atome.

On appelle Aw; et hw, les énergies des rayonnements incidents et diffusés, et k; et k. les
vecteurs d’onde associés. On appelle G, Vet F, les états initial, intermédiaires et finaux. Ils ont
pour énergie E;, Ey et Eg.

Enutilisant w = w; — w, I’intensité diffusée qui est reliée a double différentielle de la section
efficace, peut s’écrire, s’il y a un seul état initial :

Z eks—kRaf,

a

2

L _do §(hw — (E; — Ep))

" 2 dhwd

F

ou a indice les atomes a la position R, . fr , est I’opérateur de transition. Pour des excitations
non collectives, les états finaux F sont différents entre les atomes et donc :

1= |feal’

F,a
I1- Cas des transitions électroniques
Le processus est nécessairement multiélectronique puisque si I’absorption correspond

toujours a la transition g — n. L’émission se fait a partir d’un état f d’énergie Ef, vers g. Si
on désigne par n I’état n non occupé on a les états initiaux, intermédiaires et finaux :

G: |g,A,f,Q)
N : |Q,A',f’,n>
F: |g',A”,£, n')

f', est I’état occupé f excités par la présence du trou g

n' est excité difféeremment de n par le trou f.

A sont les autres électrons dans I’état fondamental, A’ (4A’") les mémes avec le trou g, (f).
d’énergies E;, Ey et Er. Ce qui caractérise I’état F est donc le couple | f, n'>.

Par ailleurs, chaque état n et éventuellement f du continuum a une projection sur
I’atome diffusant qui peut s’écrire :
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n= Z a?bLYL

L
Par ailleurs chaque état n est construit selon une certaine base (onde planes ou sphériques) . Ici

on utilise la représentation sphérique n = (¢, m, g, E,;) de la sphére extérieure a I’agrégat.

On a vu que dans le cas de la diffusion résonnante, I’opérateur de transition entre 2 états
est donne par :
)

S.pr)

f=c{f| (&) meotom
avec .
w

e [
T, = —( A+ S.B +
LT \P 2mc?
Le calcul du facteur fr , se fait en appliquant la méme fonction de Green que dans le
cas élastique, puisqu’elle ne depend que de I’énergie initiale &; = E; + hw;. Cependant, le
terme de normalisation par le flux incident s’écrit maintenant :
m
Co=—
* o e2Al

2
, .- . . A .. .
Les opérateurs de transitions donnant dans le cas élastique le facteur (%) , celui-ci devient

2
(%) | ApiAos. En utilisant Agys) = [1/20V wj(s), on obtient :

o Lo (PO IN)NIO)0)
m |wgn-0t ~ E; — Ey +hw; +in

La sommation sur N porte sur le méme élément de base (¢,m, o), mais pouvant avoir les
énergies E,, = Ey.

L’énergie du rayonnement émis est donnée par :
hwg = hw; — (Eg — Ep)

Soit E; = }.; E;, I’énergie du systeme (ou de I’atome) dans I’état fondamental et j I’index des
électrons. Pour une transition d’un électron g - n :
Ey = Z E/ +E,
j*g
Ey— E; = Z(E].’—Ej)+ E,—E;=AE,,+ E, — E,
j*g

ou AE, , désigne la variation d’énergie des autres électrons A. A I"intérieur d’un méme seuil,
AE, 4 peut étre pris indépendantde g : AE, ;, = AE,.

Onnote So = [Tjg,( 1) €t Sg = [1jf, 40" i)

<N|?i|G) = (f'lf)(n|0i|g>50
(F|Os|N) = (g]|0s|f'Hn'In)S;

Pour simplifier, on écrit S,S; = S, ce qui revient a dire qu’on néglige les variations de produits
scalaires suivant le type d’états excités.
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(Floz|N)(N|0:|G) = {

Par ailleurs, on a vu que les opérateurs sont donnés par :

<f|(p £+Lh0'k><£+4 hzapxs) "“’g>

= lE(Ef - g)<f|0E1 + 0p + 0g3 + oy1 + Oy + Ogp - |g)

FNFIF Y In)n|0:] g)s?

On a donc:

_ e o2 {@sloslererlerNenlenenloiles)
L et R YR v —(En—E,) +i
GEn i A9 n g n

hwpy = AEy g + (En — E;) = ho;
ha)fg = AEA,f + (Efl - Egl) = h(l)s

avec :

Ceci en premiere approximation donne :

I 1 f _ Z (pg|ozlorNof| o Monlon)(@nloi|@g)
P mw; W SE F n—>0+ hw; — AE, ; — (En - Eg) +1in

9.En

Les états autour de Fermi sont dans le continuum. Ils sont normalisés de fagon a ce que
leur module carré soit en nombre d’état par unité d’énergie. Comme ici, ils n’apparaissent pas
au carré, pour les sommer, I’intégrale est a faire sur le module du vecteur d’onde des électrons.

. _ R27.2 s _ J2m 1
On prend simplement £ = -kZ, soit dk, = /h_ZT dE.
Pour des états f discrets (émission a partir de niveaux de cceurs) et en négligeant les

différences par rapport a 1 de (¢f|¢;) et (pnle,), ona:

fo =D (o}

)f ZLa?*(E)(bL_EYL|oi|gog) ’2_m dE
g E>EFermih0)i — AEA,g — (E — Eg) + I—g h2 2\/E

-2
Ia(wi; (‘)s) = mzwigwssg ZlfFl
F

Pour les états f non discrets (émission a partir des états de valence) :

FoE) = Y 0| 2 af B, 1s) | Lol E) o Vilodos) ﬁ dE

2
g E>Epermi hw; — AEA,g — (E — Eg) + lg h 2\/F

1| £ INK
lo(wy,05) = m*wiwsSt Y 8| (BN
F
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SE' est la résolution en énergie expérimentale, et éventuellement le pas en énergie. Sinon, il
faut faire une convolution, par une lorentzienne ou une gaussienne :

E'-E

2,.3 4 1 r NG _1(—)2
I,=m wiw550Wj5E|fF(E)| e 2\ A ) dE
s

On peut prendre A = 6E".
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E - Raman X

1) Introduction

Le Raman X ou diffusion inélastique non résonante des rayons X (non resonant x-ray
inelastic scattering - NRIXS) est une technique de diffusion inélastique ou la perte d’énergie
correspond a un seuil d’absorption. Cette technique permet d’accéder a des seuils de basse
énergie avec des rayons X durs.

Un faisceau incident d’énergie hw; et moment k; est diffusé inélastiquement donnant un
rayonnement d’énergie hw, et moment kg sous un angle de diffusion 6.

On a les relations de conservation :
E = Ei _ES = (kl - ks)hC
q=ks—k;
2) Formules
On peut obtenir I"intervalle des valeurs du moment de transfert possible :
q? = k2 + k? — 2 cos 8 kgk;
(hcq)? = (E; —E)?> + E? — 2cos 6 (E; — E)E;

E? < (hcq)? < AE? — 4EE; + E?

E <hcq < J4E§ — AFE; + E? = 2F;

Avec g en A et E en électronvolt : g > ﬁEeV = 5.07 107*E,,
0

La différentielle de la section efficace de diffusion est donnée par dérivation au premier ordre
de la théorie des perturbations par :
d?c

_GT 2% .
dﬂdha)s_ro i|ES Ell's(q'w)
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Ou le facteur de structure dynamique, S(q, w), est donné par :

S@) = ) |{fle arlg)’s (E - (£ - £,))
1.9

Au premier ordre on a |(f|e‘i‘1-r|g)|2 ~ [(f|1 —iq.r|g)|? = |{flq.T|g)|?, et donc le moment
q joue le méme role que la polarisation en XANES.

On peut faire un développement plus précis en utilisant la relation :
et = am ) (=) e(gr¥ (V@)
fm

Ceci donne

S(@) = ) KFlio(@r) + 41ijs (qr) Z-szmes I O (=0 + - 19)1%8 (E = (B — B,))
f.g9
et en omettant la densité d’état :

S(w) = z

Flis(@lg) —4mi D" Y@ (@Y™ @lg) + -

f!g —-1<m<1
Par ailleurs :
Jolgr) =8 ~ 1 — l(qr)2
. cos qr | singr ~1
]l(qr) - qr (qr)z - q

Pour £=0, on aura donc une composante monopolaire avec A¢ = 0, dont I’amplitude
croit avec lavaleur de g. En utilisant le développement en harmoniques sphériques dans I’atome
absorbeur, on peut écrire :

S@) = ) (4nai,)” Y @Y @)

iLjo fme'm’

ZRLLf 1o LA LA 1y X 8(ho — By + )
LeL'p

avec les coefficients de Gaunt :
L = fyml Y, " dr
et les intégrales radiales :
R, = [ buyo b iearar
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Les aiia sont les amplitudes des fonctions de cceurs non nulles pour une valeur particuliére #;
et telles que la norme de I’état soit égale a 1. De méme pour I’état final, on utilise :

A _ . f _fx
TLL’O' — _lzaLo.aLlo_
f

Sur poudre, la valeur moyenne et I’orthogonalité des harmoniques sphériques, font que la
sommation sur #m#'m’ devient diagonale et les i"‘*"Y[m* @ {,’,”' (@) peuvent étre omis.

On peut en voir un exemple dans la figure ci-dessous avec les expériences réalisées par C. Sahle
(ESRF) comparées aux simulations faites avec FDMNES.

rryrrrrrpyrrrrrrrTrrprrrra
F K-edge in LiF

Simulations

Intensity (a.u.)

F K-edge in LiF
Experiment

Intensity (a.u.)

690 T00 710 720 730

Energy loss (eV)
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F- Calcul des états finals

La théorie de la fonctionnelle densité (DFT) est une théorie de I’état fondamental. Elle
ne s’applique donc pas en principe a une spectroscopie ou le photoélectron sonde un état excité.
Néanmoins, au moins dans le cas des seuils K et des seuils L23 des éléments lourds, on peut
I’employer avec une assez bonne reproduction des spectres expérimentaux. Une des approches
allant au-dela de la DFT, la Time Dependant DFT (TDDFT) est exposée dans le chapitre D. A
I’intérieur de la DFT, on utilise en plus, le plus souvent, une approximation « mono-
électronique » en décrivant le potentiel d’échange-corrélation selon I’approximation de la
densité locale (LDA) comme il est vu dans le chapitre suivant. Tout ceci mis ensemble fait que
I’on peut alors séparer le calcul des états initiaux, de celui des états finals dont traite ce chapitre.

Le calcul des états finals est alors la partie la plus difficile. Il peut étre réalisé selon des
approches tres différentes, par exemple par des calculs de structure de bande. Ici on s’attachera
a deux méthodes ab initio mais non auto-cohérentes, la diffusion multiple et les différences
finies. Toutes deux reposent sur la théorie de la fonctionnelle densité en utilisant
I’approximation de la densité locale pour décrire les phénoménes multiélectroniques. La
méthode des différences finies est plus colteuse en moyens informatiques, par contre, elle est
plus simple d’abord et surtout plus précise. La méthode de la diffusion multiple est beaucoup
plus fréquente d’usage. Son gros avantage est sa vitesse relative. Dans toute étude, il est
raisonnable de commencer par cette méthode quitte a passer aux différences finies en cas de
désaccord expérience-théorie persistant.

Pour calculer les états finals, il faut un potentiel. Ceci est traité dans le chapitre suivant.
Enfin les deux derniers chapitres de cette section montreront comment trouver les solutions
pour un agregat d’atomes, d’abord en utilisant la théorie de la diffusion multiple puis par
différences finies.
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F-1) Le Potentiel

Quelle que soit la méthode utilisée, on se place selon la théorie de la fonctionnelle
densité et plus précisément dans I’approximation de la densité locale (LDA) en tenant
éventuellement compte de la polarisation en spin (LSDA). Dans ce formalisme le potentiel est
pris comme somme du potentiel coulombien (partie de Hartree, VH, due aux électrons et partie
due aux noyaux atomiques Vn) et du potentiel d’échange-correlation Vxc. Ce dernier ne dépend
que de la densité électronique locale (éventuellement résolue en spin) et de I’énergie cinétique
de I’électron :

V(r,E) = (1) + Vy(r) + Voo (1, E)
Potentiel de Hartree
Le potentiel de Hartree est obtenu en premiere approximation par superposition des

potentiels de Hartree venant de tous les atomes. Pour chaque atome, on I’obtient en résolvant
I’équation de Poisson :

AV, (1) = —slp(r) enS.l.ou  AVy(r) = —8mp(r) enu. a.
0

Si I’atome est a symétrie sphérique cela donne en u.a.:

Vi (N +V, (r)—— " p(t)Pdt +87 p(t)tdt—z_z

ou le dernier terme est la contribution du noyau.

Si I’atome n’est pas a symétrie sphérique, on a:

Vy(r) =X, 1Y, et p(r) =X.p.Y;

1
On utilise le laplacien sphérique : A=A +—-Aq, avec
r

10 0 2
Ar:—Z—[rz—j et A, = N a(sn98j+ _12 62
reor\ or siné 06 060) sin“0 dp

On a la relation ;

ALY, =—0(0+1)Y,
ce qui appliqué a I’éguation de Poisson donne en u.a. :

AV, - Wr le)v = 87p,

r

En posant UL = rVL., on obtient :
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o?U, (r+1)
arZL_ r2 o =-8mp,

Potentiel d’échange-corrélation

La premiére théorie permettant de calculer le potentiel d’échange-corrélation a été
introduite par Kohn et Sham. Ils ont considéré que ce potentiel dépend de la racine cubique de
la densite électronique p. Un facteur multiplicatif ajustable permet d’adapter ce potentiel au
matériau :

[u

11 301
ch(p)=_3(§)3 ap® z_%(l_éz)3a_

T T rs
ou rs est le rayon de Fermi donné par : %nrf = 1. Vxcest en Rydberg et rs en rayon de Bohr. o
p

est le facteur ajustable. Remarquer que ce potentiel est attractif puisqu’il traduit la réponse du
nuage d’électron qui s’écarte de I’électron considéré. Le milieu environnent est donc moins
répulsif.

Hedin et Lundqvist puis Von Barth ont amélioré ce potentiel’” par une meilleure prise
en compte de la partie corrélation du potentiel. On a alors les potentiels d’échange et de
corrélation et les énergies de corrélation :

31 f PF I 3
Hy, 2_(1_2) =, ugT=—Cppln 1+ PR et =—Cpe f(—), £ == My
Iy Iy rp,F 4

ou les indices P et F désignent les situations paramagnétiques et ferromagnétiques et les indices
x et ¢, I’échange et la corrélation. Les parameétres correspondants ont été optimisés par Moruzzi,
Janak et Williams :

cp=0.045, cr=cp/2 re =21, e = 2% r» =52.9166841
La fonction suivante a aussi été introduite :
f(y)= (1+ y3)ln(1+1/ y)+iy-y*-1

On déefinit également :

F p _ . F P 4(.F P)
Vc:% ;l (SC —gc) Tc = He — Hc _§(gc —éc
231
__ P
X="3_73
pl+p

Ce qui donne pour potentiel d’échange-corrélation dans le cas le plus général :

7 Hedin and Lundqvist, J. Phys. C: Solid State Phys., 4, 2064 (1971)
Von Barth and Hedin, J. Phys. C: Solid State Phys., 5, 1629 (1972)
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3

4 4
V.= (2x) P+ P +((2x)%—1)vc+rc(x3 +(1-x)3 - ) -
4
3 _

V= (2-2x)s yf+,ucp+((2—2x) l)Vc+Tc(X +(1-x) Zéj L

Quand x = % (cas non magnétique), on retrouve :
T \A P P
Ve =Vie =ty + K¢

Perdew et Wang*® ont proposé un potentiel de corrélation un peu meilleur en 1992. Dans
le cadre de I’absorption X, il donne un résultat cependant tres proche.

Enfin, la dependance en fonction de I’énergie cinéetique de I’électron doit étre
considérée. En effet, plus I’électron va vite, moins il a le temps de perturber le nuage d’électron
autour de lui. On utilise le tableau donné par Hedin et Lundqvist qui fournit un facteur
d’atténuation dépendant de la densité électronique (ou du rayon de Fermi) et de I’énergie
cinétique de I’électron. Ce facteur est a appliquer sur le potentiel d’échange-corrélation calculé
au niveau de Fermi, comme au-dessus.

Correction de Hubbard

Il est possible d’améliorer une partie de la prise en compte des phénomeénes de
corrélation en utilisant I’approche de Hubbard dite LSDA+U. Ceci exclut donc les phénomenes
multi-électroniques liés a I’échange entre le trou de cceur et les états d’arrivees. Dans ce cas un
terme correctif Uett = U — J vient s’ajouter au potentiel. Ce terme correctif dépend de la matrice
d’occupation des orbitales concernées. Il est donné par :

Noter que les matrices obtenues sont hermitiques et complexes en cas d’utilisation de
base d’harmoniques complexes. En cas de spin-orbite, c’est forcément le cas et les termes
croisés en spin doivent aussi étre considerés :

—20,0.

AUmm'acr‘ :_Ueff( mm'oe’ 2 “'mm o—a)

Pour les éléments 3d, Uest est de I’ordre de 4 2 5 eV ; pour les 41, il est de I’ordre de 6 eV. La
prise en compte du terme de Hubbard induit un gap autour du niveau de Fermi pour ces orbitales
fortement corrélées. En principe, on ne peut utiliser cette technique que pour les isolants de
Mott.

Le lien entre énergie DFT et énergie DFT+U est alors donné par :

Ue
EDFT+U = EDFT + zﬁ ZTr(nmc(l_nma))

18 Perdew et Wang, Phys. Rev. B, 45, 13244 (1992-1)
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Auto-cohérence

Le potentiel peut étre calculé de fagon auto-cohérente. On calcule d’abord des potentiels
et densités électroniques atomiques a I’aide d’un programme « atomique ». Le potentiel de
Hartree et les densités électroniques sont alors superposées compte tenu de la position des
différents atomes. On calcule ensuite le potentiel d’échange-corrélation résultant et le potentiel
total. Ce dernier est alors éventuellement « muffin-tinisé ». On obtient ainsi le potentiel pour
I’itération 1.

On résous alors la structure électronique en résolvant I’équation de Dyson (ou
Schrédinger). On obtient ainsi de nouvelles densités électroniques atomiques et donc un
nouveau potentiel. On peut ensuite boucler jusqu’a convergence. On a intérét a appliquer une
pondération entre les résultats provenant des 2 itérations précédentes pour éviter des
phénomeénes de battement.

Pour s’assurer de la convergence, on peut calculer I’énergie totale du systeme qui est
donnée par:

E,=U,+U+E_ +T
ou T est I’énergie cinétique et U, = '|'Ve (r)p(r)d®r est I’énergie potentielle venant de Ve(r),
potentiel extérieur (d0 aux noyaux). U est I’énergie potentielle venant du potentiel de Hartree:

U= ”—p|(rr)_pr(,|rl)d3rd3r':%Ip(r)\/H (r)d°r

avec le potentiel de Hartree donné par : V, (r) = Z.fﬁd r

Exc est I’énergie d’échange-corrélation :
3
E, = [ p(r)e,(r)dr
ou &c est I’énergie d’échange-correlation par particule donnée par exemple par la théorie

’ i i A H i . — d (pgxc )
d’Hedin et Lundqvist. Elle est reliée au potentiel Vxc par la relation : V,, = T4
Yo

Avec larelation T = > ¢, —_|-p(r)(ve(r)+vH (r)+V,(r))d®r, Kohn et Sham?®® ont montré que

i=1,N
I’on peut réécrire I’énergie totale sous la forme :
E,=E,+E,-U-X

avec I’énergie de Kohn-Sham, Eks, qui dépend de la densité d’état 5(E) intégrée sur le volume
et dont le calcul peut étre separé entre les niveaux de cceurs g, vus comme discrets et occupés
par ng.a électrons dans chaque atome a et les orbitales de valences :

B = 206~ 2, >Ng.e,, +] ES(E)E

i=1,N atomes gecore

X est I’énergie correspondant au potentiel d’échange-corrélation:

X = [ AoV (r)ar

19W. Kohn and L. J. Sham, Phys. Rev. 140, A1133 (1965).
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F-2) Développements atomiques

Quelle que soit la méthode utilisée pour le calcul complet, il est particulierement
commaode de scinder I’espace en zones atomiques et zones interstitielles. Ce chapitre traite de
la solution de I’équation de Schrddinger (ou Dirac) a I’intérieur de chaque atome. La méthode
pour assurer la continuité avec le reste de I’espace dépend de la méthode de calcul et est vue
dans les chapitres suivants.

Dans les atomes et en particulier celui qui absorbe, le développement des fonctions
d’onde en harmoniques sphériques est particulierement commode. On traite ici le cas ou
potentiel et énergie sont réels. Le cas des énergies complexes, est vu dans la chapitre sur la
diffusion multiple.

1) Equations radiales
a) Potentiel sphérique sans spin-orbite

Si le potentiel est a symétrie sphérique, dans le cas sans spin-orbite et non relativiste les
solutions sont données par I’équation de Schrodinger radiale :

dr2

2
(—a—+V(r) —E+€(€r—j1)>u{)(r) =0

avec ug(r) = rbe (r). Cette équation ne dépend pas de « m ». On la résout en utilisant la limite a
I’origine ou la fonction d’onde tend vers :

VA 1 47?2
U{J(r) — r{"l‘l __r£’+2 + ( _ E> ,r€+3 + ...

£+1 44 +6\£+1

La solution générale, pour un état f particulier, dans I’atome est alors donnée par :

0 = ) @l By (r, EDY”

m

ou les a{m (E) sont des amplitudes obtenues par continuité avec le reste du systeme se trouvant
a I’extérieur de I’atome pour les états de valence ou de facon a ce que I’état soit de norme unité
s’il s’agit d’un état de cceur.

Si le systéme est magnétique sans spin-orbite les deux équations radiales pour les 2 spins
sont résolues indépendamment et la solution générale est donnée par :

Y = Z afjma(E)bea rE)Y," x4

fmo

1 0
avec I’état de spin décrit par : Xy, = [Oj ety y = (J
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b) Potentiel sphérique avec spin-orbite
Dans le cas d'un calcul polarisé en spin, avec spin-orbite, on part de I’équation de Dirac.
En éliminant les petites composantes, et en suivant Wood et Boring?°, on obtient une équation

de « type » Schrddinger, proche de I’équation de Pauli, mais au premier ordre au lieu d’ordre
zéro sur le développement en (E — V) /c?, suivante :

(—vz FVE) —E -2 @) - E)? - LB (WE).V +io. (W) V))) (@) =0

avec .
_ 1 _ (") _ (¥
B = VO=(m) v =()

Pour Pauli, B = 1. Ceci donne pour son expression radiale :
ik (£ + 1) 5
———=+ V() - E+r— —(V(r)—E)

or?
450 (3 (5 -) - Fro) e =

En posant :
'g('e + ) aZ az al/o_
GOfO' = (r) E +7"— T(Vo'(r) _E)z _TBU(T‘)W<___>

Gsoo = aTB (T)—

on obtient :

62
< 577 + Gota + 2Gs04S. L> u,(r) =0

ce qui amene aux deux équations couplées :

62
( + GO%’T + ml’GsoT> u{’mgT(r) + \/(‘E m{’)(f +m, + 1)GsoTu{’mg+1i(r) =0

or 3.2

62
( or 9.2 + GO{’l + mt’Gsol> u{’mgl(r) + \/(€ + Tn{’)(f m, + 1)Gsolu{’mg IT(T) =0

en remplagant m, par m et en substituant m par m + 1 dans la deuxieme équation, on obtient :

aZ
( or 9.2 + GOt’T + mGsoT> u{’mT(r) + \/(€ 777-)(f +m+ 1)G50Tut’m+1l(r) =0

2

0
VE—=m)(€ +m + 1)Go1tlomr (r) + <—ﬁ + Gopy — (M + 1)Gsol> Upm+11(1) = 0

203, H. Wood and A. Michael Boring, Phys. Rev. B 18, 2701 (1978)

-75-



Les spectroscopies d’absorption X

Dans les cas particuliers ou m = +#, les équations se découplent. Dans le cas général, on a
deux couples de solutions auxquels on donne les indices s = +1/2. Elles ont pour
comportement a I’origine :

P = \/({’ + 1)? — (aZ)? p1= V2 — (aZ)?

{u _|e+m+1 T'p% { u—% _|e-m T'p_%
mT ] 2¢+1 tml T A 2041
3 _ |t-m p% -3 _ f+m+1 p_%
em+1l = \zev1 ! Upma1,l = 2041 |

En posant uy,, , = rubj,, ., la solution générale est du type :

S NP

u

1
b2 1Yfm b 2 1Yfm
f {’,m,j f {’,m,j
(pf(r) = a 1 ta 1 1

1
emag| 1 em+t-S| L
m 2 bZ Ym+1 2 b 2 Ym+1
144 144
t’,m+1,—§ t’,m+1,—§

Soit de fagon plus synthétique :

o= o 3B Oy,

£,m+5-s,s £,m+5-o0,
‘ms 2 2

awc—me+§—ss4a—me+§—asa

L e g 1 .
On peut aussi utiliser I’indice m' = m + >~ 0, correspondant au « m » du spin. On a alors en
omettant le « prime » :

01 = D g bemes VPO

fmos

avec P <m<?l et—¥<m4+o—-—s<¥.

c) Potentiel non sphérique

Quand le potentiel est non sphérique ou quand une correction de Hubbard est présente,
on utilise en développement en harmonique sphérique de ce potentiel. L’équation de
Schrodinger (ou de Dirac) radiale est alors constituee d’une série d’équations radiales couplées
du type :

< 92 200+ 1)

B ﬁ —Et r—2> Upme'm' (r) + Z me{’”m”(r) Wl m! o' m! (r)=0

_é)llmll
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Dans le cas de la correction de Hubbard 1’équation est diagonale en € et les parties non
diagonales du potentiel sont indépendantes de r. (£,m’) est un couple d’indices spécifiant une
solution correspond a une harmonique choisie non nulle a I’origine en ayant le comportement
en r** comme vu au-dessus.

Si le potentiel non sphérique a été mis sous la forme :

V= ZVLYL
L

On obtient les composantes non diagonales du potentiel par :
V= Z Vi J. Y'Y Y ndQ

LII

Si on aen plus le spin-orbite, on peut écrire de fagon compacte :

0° (£ +1)
<_ W — L+ T—Z ui’mst”m's’(r) + E V{’mst’"m"s” (T) ui’”m"s"{”m’s’(r) =0
f”m”sll

ou les indices s désignent spin et solutions liées au spin. Les solutions générales s’écrivent
alors sous la forme :

0r) = ) alps DB VI (1,
¢'m’c

fms

-77 -



Les spectroscopies d’absorption X

F-3 La théorie de la diffusion multiple

a) La fonction de Green

Il existe deux approches pour présenter la diffusion multiple (MST pour Multiple
Scattering Theory) : I’approche fonction d’onde diffusee et I’approche fonction de Green, toutes
deux développées dans la thése de Christian Brouder?!. Ces deux approches sont équivalentes.
Claire Levelut? a fait une description détaillée de la premiére dans sa thése. Ici, en suivant la
thése de Delphine Cabaret?, on exposera briévement la deuxiéme approche.

Rappelons d’abord que la fonction de Green est definit par la relation :

1 1) .
G* (k)= - PP —izs(k? —H
&) k*—H +ie (kz—Hj | |

ou H= —V2 4V est le laplacien réduit et & un nombre infinitésimal positif. La partie
imaginaire de la fonction de Green est donc reliée a la densité d’état 5(Ef - Eg - ha)) présente
dans la formulation générale de la section efficace d’absorption :

o =47r2ahwz<g‘0*\f>5(Ef - By ‘M’Xf lolg)
f.g

Apreés quelques manipulations mathématiques on peut voir que :
1
S| 1)6(E ~Eg ~ho) f|=-—im(G" 5] £)(1]
f f
et donc en négligeant les états occupés :

o =-4raho) (g0*Im(G*)o|g)
g

De la méme facgon, on obtient aussi le facteur de diffusion anomale :

f—if "= m,0* > (glo, *G*o;| 9)
g

Comme précédemment, on a la convention cristallographique avec f" positif. La partie
imaginaire du facteur de structure est toujours reliée a la section efficace d’absorption.

2L Ch. Brouder, Contribution a I"étude des structures d’absorption X dans les solides. Application a
I’amorphisation par réaction a I’état solide, these, Université de Nancy | (1987).

22 C. Levelut, Organisation structurale dans les composés CdSxSe;.x massifs ou inclus dans une matrice vitreuse,
thése, Université Pierre et Marie Curie, Paris 6 (1991).

2 D. Cabaret, Théorie de la diffusion multiple comme modeéle de I’absorption X. Application aux seuils K de
I’aluminium et du magnésium dans les géomatériaux, thése, Université Paris 6 (1997).
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b) Application a la diffusion multiple pour un potentiel muffin-tin

Dans I’approche diffusion multiple?*, on préfére poser le probléme en terme de
diffusion. Partout dans I’espace les solutions de I’équation de Schrdédinger s’expriment comme
la somme d’une onde d’attaque correspondant a une solution générale pour un milieu a potentiel
nul et d’une onde diffusée. Cette formulation revient a résoudre, plutét que I’égquation de
Schrodinger elle-méme, sa formulation intégrale appelée équation de Lippman-Schwinger :

o) =J;() + j Go(r, 7YV (), (r") dr’

ou Go est la fonction de Green libre correspondant a un potentiel nul. Comme dans la méthode
des différences finies, /(1) représente une onde excitatrice incidente dans un milieu a potentiel
nul. On I’exprime ici aussi a I’aide de fonctions de Bessel. L’intégrale porte sur tout le volume.
Cependant, si on se place dans le cadre d’un potentiel muffin-tin ou celui-ci est a symétrie
sphérique dans les atomes et constant entre eux (disons nul pour simplifier), le calcul peut étre
encore réduit aux spheéres, dites sphéres muffin-tin, contenant chacune un atome.

Les amplitudes de diffusions atomiques sont calculées par la continuité entre la solution
de I’équation de Schrédinger radiale dans chaque atome et la zone interstitielle ou le potentiel
étant constant les solutions sont données par les fonctions de Bessel et Hankel (voir chapitre
B). On dispose alors d’un jeu d’amplitude de diffusions atomiques (tc dans le cas sans spin-

) [ AN A B | . .
orbite et 72 ™ 7 =SS dans le cas avec spin orbite).

CC(@E)

L’atome central recoit I’onde d’attaque j¢Yem plus les
ondes rétrodiffusées par les autres atomes

2 On se doit aussi de citer Rino Natoli qui a beaucoup apporté a cette technique avec son programme
CONTINUUM et qui est a la base de nombreux développements effectués par d’autres :

C. R. Natoli, M. Benfatto et S. Doniach, Phys. Rev. A 34, 4682 (1986)

C. R. Natoli, M. Benfatto, Ch. Brouder, M. F. Ruiz Lopez et D. L. Foulis, Phys. Rev. B 42, 1944 (1990).
Citons aussi John Rehr qui est a la base du développement de FEFF, un des programmes aujourd’hui les plus
utilisés
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Quand, il y a plusieurs atomes, a I’onde excitatrice sur I’atome central, viennent
s’additionner toutes les ondes rétrodiffusées par les atomes voisins. L’onde émise par I’atome
que I’on considere peut alors s’écrire en fonction des amplitudes de diffusion multiple :

H f Kty m
_szé,mm——s,s\/?hé ¢ Xo

/mso

Ces amplitudes de diffusion ne sont plus diagonales puisque le systeme n’est plus a
symétrie sphérique. Par ailleurs, pour calculer la section efficace d’absorption, la formule (4)

. . : . ¢ :
qui I’exprime en fonction des amplitudes afmo = a{,fnr;lf est toujours valable. On peut

démontrer que le théoréme optique nous donne, dans le cas sans spin-orbite et avec potentiel
réel:
T{’mo Z afmo' [mo-

[ S I , A .
Pour le calcul des 7, +% =, on n’entrera pas dans la démonstration compléte que

I’on retrouve de toute facon dans la thése de Delphine Cabaret dans le cas sans spin-orbite. On
donne cependant les principaux ingrédients :

1) La formulation intégrale (5) est a effectuer sur chacun des atomes a avec son développement
en harmoniques sphériques. L’intégrale se décompose donc en une somme d’intégrales sur les
atomes b de I’agrégat. On met ainsi en place un systeme d’équations ou les inconnues seront

les amplitudes a,fm o de tous les atomes.

2) La fonction d’attaque sur chaque atome a s’exprime par une superposition de fonctions de
Bessel affectées de coefficients rendant compte du changement d’origine.

3) La fonction de Green s’exprime en fonction d’un développement en harmoniques de
fonctions de Bessel et Hankel. Quand r, et ', ont la méme origine (a = b, on considére le
méme atome), il faut diviser I’intégrale en une partier’ >retr’ <r.

4) Pour éliminer les harmoniques sphériques, on multiplie chacune des équations par
I”’harmonique d’attaque et on intégre sur la sphere.

5) Les intégrales radiales s’expriment en fonction des amplitudes de diffusion t? de chacun
des atomes.

Au bout du compte, on retrouve la relation donnant I’amplitude de diffusion multiple :

1 aa
= T
[1—TH L.

Dans le crochet, se trouve la matrice de diffusion multiple. T est la matrice diagonale de

diffusion atomique contenant les amplitudes de diffusion atomiquest;. La matrice H

correspond aux termes géométriques rendant compte de la diffusion depuis un site a de
I”’harmonique L vers un site b de I’harmonique L’.

HEP =4z "> Y(Qpy JGaunt(L, L', Ly (KRpg )
K
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Notez qu’en base harmonique reéelle :

t{”,m’ _ tl’,m

tm T ' m!
mais en base harmonique complexe (et sans spin-orbite) :

¢'m! _ m+m' f,—m
tfm —_ (_1) tx”,—‘m

Noter qu’avec spin-orbite et si les potentiels up et down sont égaux :

'm'a" _ (- 1)m+a—m’ -o' tf’.—m,—d

£m,o o —m' —¢'

Les développements en chemins que I’on trouve dans certains codes (FEFF, GNXAS...)
correspondent au développement de la matrice :

1

—1+TH +(TH)* — ...
1-TH

On ne considere donc qu’un nombre limité de processus de diffusion. Cette méthode est plus
rapide que I’inversion de toute la matrice qui peut étre de taille importante. Prés du seuil, il peut
cependant s’avérer faut. En effet ce développement n’est valable que si tous les termes de la
matrice sont plus petits que 1. Ceci n’est pas vrai a basse énergie.

Les formules de I’EXAFS traditionnel correspondent au méme développement mais en
ne considérant qu’une rétrodiffusion. Ceci n’est valable qu’a haute énergie (et encore...).

¢) Normalisation des solutions atomiques

On a déja vu qu’on peut obtenir les solutions atomiques par développement en
harmoniques sphérigues avec prise en compte éventuelle du spin-orbite ou de la non-sphéricité
du potentiel. On a vu qu’avec spin orbite et potentiel sphérique cette solution s’écrit :

(pf(?) = Z a£m+0‘—s,s b{’mos(r)yfm(f))(a

fmos

En I’absence de spin-orbite o = s. De facon plus synthétique, on pourra écrire :

0 ) = ) aly oV
Lo

f

ol L = (¢,m,s)etal = Ay mro—s,s VEC Spin-orbite et L = (£, m) si on néglige le spin-orbite.

Dans ce chapitre, on voit d’abord comment normaliser ces solutions, puis on traite le
cas des énergies complexes.

En pratique, les solutions radiales sont normalisées de fagon a assurer la continuité avec
les solutions de I’équation de Schrodinger dans le vide, elles-mémes normalisées par
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3
278, =~k/ 7z (en Rydbergiu.a® ot &, :%(&ﬁ E%(en SI) est la densité d’état du

7% \n?
vide. Le 2nt vient du 4 de I’intégrale angulaire divisé par 2 car la fonction d’onde est par spin.

c-1) Cas sphérique sans spin-orbite

Dans le cas du potentiel a symétrie sphérique sans spin-orbite la continuité au rayon R
s’exprime par:

k
apbe(r) = \/;(]'e(kr) — it,hy (kr))

ou j, et b} sont les fonctions de Ricatti-Bessel et Ricatti-Hankel sortant, divisées par kr25, que
I’on appelle par abus de langage par la suite simplement fonction de Bessel et Hankel (voir
annexe). Le t, ainsi défini est équivalent au « kt,» parfois utilisé. Les continuités de la fonction
radiale et de sa dérivee au rayon muffin-tin R permettent d’obtenir a, et t,. On utilise pour cela
le Wronskien, W(f,g) = fg’-gf’ qui est calculé au rayon « muffin-tin » R. On a la relation :

. . 1
W (e, —th;) = W(jg,n,) = R
Pour la suite, on note j, = \Ej{) eth} = \/%h}. Ceci donne W (j,, —ih}) = #et finalement :
-t — _Wibeer)
ae = TRZW (by,Sp) t{) B W (by,se)

La fonction radiale normalisée utilisée par la suite est multipliée par % :
[1

— ap
b =—p) =
(1) L, (1) ZRTW (by,ep)

be(r)

On voit que cela correspond a la normalisation par une amplitude calculée selon une onde
extérieure de type « Neumann-Bessel », car I’onde sortante est maintenant de type Bessel. De
cette fagon, pour chaque état final calculé, la fonction d’onde autour d’un atome particulier peut
s’écrire :

By = ) Uy (Vb (r, VA,

tmo
Les éléments de la matrice de densité d’état pour cet atome sont alors donnés par :
/m' _ 7 % mym' f fx
Peme = b{’abf’aY{’ 2 Z Aome X' m! &
f

Quand le potentiel est réel le théoreme optique nous donne la relation directe entre les
amplitudes et I’amplitude de diffusion multiple 74, -

% par exemple : j,(z) = sinz/z, et la fonction de Neumann avec la méme convention vaut n,(z) = — cosz/z.
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fm'\ _ f [
_j (Tme') —_ Z a_gmo.a[mo_
f

c-2) Cas avec spin-orbite
Avec spin-orbite, les fonctions de Hankel et Bessel dépendent éventuellement du spin

= Jkg/mj(kyr) €t b}, = \Jky,/mh} (k,T) avec ¢ = +% indice du spin. Pour

On note j,, =
simplifier on omet I’indice. La continuité est assurée par les couples d’équations

o

{’,m+1,—§ f; 2

£ m+1, ZFL+1

1 1 P

-3 fm,c > _ {’,m,z )

: I, tm+1,06' | b - 1

7 tm+1,0',—> - _ tm+l, 25+

o 2 J, 1—1 ih
f’_f {’,m+1,—§ ‘f:_i

ou on utilise des indices + % pour les solutions. En posant :

=W (ff' be,m,%,;) w (ff' be,mﬂ,_%_,;) -w (ff' bf,m,_g,;) w (ff' be,mﬂ,g,_g)

avec f, = j, or h}, on obtient :

tl’,m+%—s’,s' 4s'i W b w7+ b
= O- ) )
Je v m+——s 0,8 i l’,m—%+s',—a,—s’

1
{’,m+§—s,s Ah}' ~ 2

On normalise alors les solutions radiales de fagcon a pouvoir ecrire :

1 _1
2 2 1
tm'l% bml;(r) +tm’%1 1 ml L(r) _ a;n% r%l\s(r)
" Br;fl%(r) T ijl,—%(r) ) mils(r)
b, (1) b2 (1) :
e R e Ko B 5
m+11(r) ? m+1 1(r) S m+ls(r)

Les fonctions normalisées sont données par :

b i 'W Jo, b b
=———— )0
{’,m+%—a,s,a TI.'RZA]-{, Jes {’,m+%—s,a’,s {’,m—%+cr,—a’,—a
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Une solution générale dans I’atome soumis a une série d’ondes d’attaques, équivalents
a un ensemble d’états finaux f, peut s’écrire :

; b rms (Y™ ()
)= ) a

1 T m+1
£m+5-5,5 b{’,m+1,s,—%(r)yf ()

— f A -0,
B Z a{’ m+%—s s bf m"‘——f’ S, G(T)Y Mo

fms

fmos

Comme déja vu, on peut faire un changement de variable et noter ces états :

(pf(r) = Z a£m+0‘—s,s E{’mos(r)yfm(f))(a
fmos
c-3) Cas du potentiel non sphérique
Les solutions dans I’atome sont du type :

o) = ) aly Z b{rs o (Y (o

fms

On normalise la fonction radiale de fagon a ce que chaque solution de base :

> Bemso@its = ) B OV P

'm'o

corresponde a la solution quand I’onde d’attaque est :
ks .
JesYe X = j;Jt,(ksr)Y?xs
On pose :

L=({m,s), L'={"m'o)etl" = (£"m"s").
La continuité au rayon muffin-tin donne pour chaque spin o:
Z byYy = Z apr” Z by Yy = JesY18ss — Z Ly hg' Yy
LII I
En multipliant par un Y}’ particulier et en intégrant sur la sphére, on obtient pour chaque o
by = Z ayy by = Jp o8 8se — ity rhy,
LII

En utilisant la continuité des dérivées et en multipliant soit par j,, soit par —ih}, , et en

o
utilisant les Wronskiens, on obtient pour chaque o'
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LT+ 1
aLL” W(bL”L’, _lhtoIO') - WCSLLI(SSU
L”

ap Wby Jeg) = —%QU
7
Soit, sous forme matricielle :
AW, = #I
AW, = —n—;zT
= _LW! T =-W'W,

Maintenant, on veut que les solutions normalisées aient pour amplitude t;;, quand elles
sont attaquées par j,. Y, x. Les coefficients de normalisation seront donc donnés par TA, c'est-
a-dire :

r__ 1 -1
A =—mWe

et donc :

B=—-—w,1B

nR?

c-4) Cas des potentiels complexes et solutions irrégulieres

En cas de potentiel (ou énergie) complexe, les équations précédentes restent valables, la
différence étant simplement que les fonctions radiales sont maintenant complexes. Par contre,
il faut maintenant aussi tenir compte de I’autre solution dite irréguliére qui ne diverge plus au
centre de I’atome. On voit par exemple apparaitre cette deuxieme solution dans I’expression de
la fonction de Green?®.

Avec un potentiel non sphérique, on a:

Gr(r,r) = Z G (@)

LL

1 , )
T GL+L’ (r,r') = -1, Z Ry (M) Ry (@) + Ry, (r) S (rs)
LI’LI’I

= _(TL,L’ - tL,L,) Z RLLH(T) R;(ILIII(TI) - tL‘LIRLL(r<)Uz<ILI(r>)
LIILII’

% T, A. Tyson, K. O. Hodgson, C. R. Natoli et M. Benfatto, Phys. Rev B 46, 5997 (1992)
Ch. Brouder, M. Alouani, K H. Bennemann, Phys. Rev. B 54, 7334 (1996).
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avec L = ({,m,0),L' = (&', m',o'), L' ="' m",s")etLl" ={"m",s") etour<etrs
sont respectivement le plus petit et le plus grand entre r et r’.
R /(1) = b"’m‘i (MY (7) x, est une composante de la solution reguliére.

Sp () = SRS (YR () xs et Upy(r) = ahhs., ()Y (#)x, sont des composantes de la
solution |rreguI|ere. On a la relation :

RLL, SLLItLL’ + ULL’

Les termes a droite ont I’harmonique sphérique complexe conjuguée mais pas la fonction
d’onde radiale. C’est noté par le symbole « *»

Les solutions irrégulieres sont obtenues en résolvant I’équation radiale non plus depuis le centre
vers le rayon de I’atome, mais depuis ce rayon vers le centre. Dans le cas a symétrie sphérique
sans spin orbite, la solution irréguliere 5,, au rayon muffin-tin est prise égale a j,, avec:

Jeo = \/Z;jg(kar). Celle de 1, est prise égale & h}_ avec:h} = —i\/%h;’(kar).

Dans le cas sphérique avec spin-orbite, on prend pour continuité le couple :

11 211

imi_t mic 1 té,m+l, 252 t[ M+l —5—+—5
t"Mige t2p T2 1 1 1 i
tm3Seml rmit t Z,m,i flm,—f fm,z -

= _ e =

et < pmd pcd rmalol -1 fmall_g 1

¢,m+1,-3¢,m+1,1 ¢,m+1,-1 25 2 1 12 Y 2
f ,m+1,—§ / ,m+l,—§ (/ ,m+1,—5 :

Partant de ces expressions générales, on retrouve le cas a potentiel sphérique en prenant
L et L' diagonal en (£, m) mais pas en (s), et de méme pour L' et L. Si on veut garder les
«m» correspondants a o dans les éléments de matrice, ona: R, 5 o' m’ s = Remoemeo—ss =

R{’,m,a,s - RL,SEt “Teoms ' m's' = Temto—sst' m'+a'—s's'

L’ (r, 1) Z RLs(r) T m+o-s,s' m' +o —s’s’RL’ ’(r )+ Z 5ss’RLs(r<) SL’ ’(r>)

Z RLs(r) (Tl’ m+o-s,s£' m'+o'-s',s’

- 5ss't{’,m+a—s,s,£”,m +o'—-s's' )RL’S’(T )
- Z SSS'RLS(T<) t{’,m+(f—s,s,{”,m’+a’—s’,s’ l>,<’5’(r>)

ss’

En I’absence de spin-orbite, on est en plus diagonal sur (o;s) et I’amplitude de diffusion
atomique ne dépend pas de m et donc :

GZ-L’ (r,r) = _SO'O'IRL (T)Tf,m,o,f’,m’,o’RZ’ () + SRy (r<)SLX’ (T>)
=—R,(r) (600’T€,m,a,{”,m’,cr’ — 6. t{’,cr,{",cr’)R;,(’ ()
— S RL(r Dty Ui (1)
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d) Application aux équations du XANES et de la diffraction réesonante

Le lien vu entre I’amplitude de diffusion multiple et les amplitudes atomiques nous donnent
pour la section efficace et le facteur de structure :

o(@) = —4m’ahw Y Y 7 ((galo" B ¥els (v Boslolgs))
go tme'm'

fl - if" = mewzﬂz Z (galoglgt’msa )T{’ma (bt”m Yer’n |0i|go)
go tme'm’

ot les b,(r) sont les fonctions radiales normalisées comme vu dans le chapitre précédent.

En cas de prise en compte du spin, il faut ajouter I’indice sur le spin, c. Par contre en
I’absence de terme de transition magnétique (M1, M2...), il n’y a pas de spin-flip lors de la
transition et donc pas de double sommation sur le spin (on utilise les mémes composantes du
spineur pour les états de cceurs et de valence). Si on tient compte du spin-orbite il faut en plus
la sommation sur les indices de la solution radiale s, qui rend compte en méme temps du spin-
flip lors de la diffusion du photoélectron.

Par ailleurs, on utilise :

1
G r) - ( G rr)— G;f(r,r'))

Comme il est démontré dans le chapitre suivant, ceci revient a introduire une amplitude de
diffusion multiple, qu’on appelle ici « efficace » :

~'m'+o'-s's! 1 'm'+o'-s' s’ tm+o-ss * , *
t c = —(t a — T, , )= —i A o,

£ m+o-s,s 2 {m+o-s,s 'm'+o'-=s's a{’,m+a—s,s 'm'+o'—s' s’

f

En I’absence de spin-orbite, ou 7 est symétrique on retrouve : T = i7(1).

On obtient alors :

0'((1)) = —4n?ahw Z Z ((galo |b{’msaY{’m)A§mn-l|-:is_s s (bf’m’s’a’ 7' |0i|ga’>)

goa' tmst'm's’

. — o' m' o' —s' s
fl=if"= mewzﬂ Z Z (9o |05 |bomss Y™ T{’,mn:-:_i,s 0 (b{"m’s’a’y’ loilgs)

goa' tmst'm's’

La prise en compte des potentiels non sphériques ajoute 2 sommations. Par exemple en
diffraction résonante, on a :

f! _ if"
m’ > ' m'+6’-s <b{’ m's’

=mea)27'[z Z Z (galoslbfu " Ygu {’m+a—s,s P! ! {;III |0 |ga)

gaa’ tms o'Mm!!
2'm's’ "' m!!
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e) Lien avec la densité d’état
Les éléments de la matrice de densité d’état pour un atome sont donnés par :

'm' - - mra
p{’ma bt’masbt”m’as’Y{’ (r)Yf’ (r)zat’m+a s,S {"m +o-s's’

La densité d’état est reliée a la trace (c'est-a-dire # = 7' et c = ¢*) de la partie imaginaire de la
fonction de Green. Cela donne pour chaque élément de matrice :

p(r) =—Im Z R, (r) TL”,L”’RZ'(ILIII(r) - z Ry (1) S;Lm(r)
L”L”, L’IL’I’

= —Im Z RLL” (r) (TLII'LIII — tL”,L”I)R;,('L’”(r)
LI

+ z RLLH(T) tL”,L’” Z</Lnl(r)
L

Dans le cas a symetrie sphérigque et sans spin-orbite:

pLL' (r) =—Im (RL (r)(sa'o"rfm o' m’, ’RZ’ (r) - 6LL’RL (T)SZ; (r))
= —=Im (RL (r)(6aa’T€m o' m' e’ — 9% t{’,a,{",o’)R;,(’ (r)
+ 8, R 5 1 U (1))

f) Relation avec I’approche tensorielle et construction de I’amplitude de
diffusion multiple efficace

On a vu que les tenseurs cartésiens d’absorption s’exprime selon des équations du type :

Dag = 4m2ahw ) (9, |70 )(@1o 15190)
gof

ou on a noté @, les états finaux normalisés par la racine carrée de la densité d’état. La
sommation sur f se limite aux états ayant une énergie E, telle que E; — E;, = hw. On peut ainsi
omettre le symbole de Kronecker.

On peut utiliser ces expressions pour retrouver les éléments de matrice de I’approche
tensorielle. Ceci permet par la suite de recalculer f* et f”” aI" quelconque et en éliminant les
états occupés.

On démontre ici comment retrouver ces tenseurs d’absorption, a partir des amplitudes
de diffusion multiple. La démonstration que I’on effectue est complétement générale. Elle
s’applique en particulier méme en cas de spin-orbite et pour tous les rangs de tenseurs méme si
on garde dans la suite les notations 7, et 75.
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A cette fin, on utilise I’amplitude de diffusion résonante. On répartie la sommation sur
les états intermédiaires entre la sommation sur les états f de méme énergie E, et I’intégrale sur
E¢. Pour simplifier, on suppose que tous les états g sont de méme énergie, mais en réalité la
démonstration s’applique méme dans le cas contraire. L’amplitude est donnée par :

fzgf (9lral @ N @rlr5]9)

! o ~ 2
Iap =" op = me” lim —Ef +ho +in

r]—>0 dEf

et donc :

" mw Daﬁ
£ o= if g = |

——1li dE
4m? ahn_)r(r)gr E; — Ef + hw + in !

Par ailleurson a:
R(Dag) = 5(Dap + Dpa)
9(Dag) = 5:(Dap — Dga)

ce qui donne :
w

11 rn ~ m
f af +f Ba = zﬂahR(Daﬁ)

maw

f fﬁa 2mah (Daﬁ)

Les éléments du facteur de structure sont obtenus en fonction des amplitudes de
diffusion multiple par :

. _ o' m'+o'—s' s
flaﬁ B lf”aﬁ - mewzn Z Z (go|ra|b{’msaY{’m)T{’,mn-l|-a—as,s 0 (bf”

goo' tms
2'm's’

m's'a’ 1?7;’1, |r,8|go’)

: _ 2 A ' m'+o'-s's’
fl/)’a N lf”ﬁa’ = Me®' T Z Z <g‘7|r3|b£’mSGY{’m)Tf’,m+a—S.s <b4"
goa' tms
2'm!s’!
On utilisant {a|r|b) = (b|r|a)*, en inversant les indices et en prenant le complexe
conjugué, on obtient :

’ Il I 2 m+o ’
f Ba +if Ba :mewznz z (ga|ra|b£’msaY{’m)T{z'Tn++ass <b£”m’s’a’ [r,n |rﬁ|ga’>

4
m's'c’ {)‘r’n |T'0_, |ga’)

goar tms
) £'m!s
Si on note :
—_ 1 ! r . I
— m ' m+o-s's €m+a ss
M“B - z (gﬂlra’lb{’mSUYt’ >E(T£’,m+a—s,s - T{” m'+o'—s's' ) (b{"m's'a' 2’ |rﬁ|ga’>
goa'tms
'm's’
on obtient :

flap=F pa= 2m,w?nR(Mgyp)
f”aﬁ + f”ﬁa —2m,w nﬂ(MaB)

En remplacant les termes de gauche par les composantes du tenseur d’absorption, on a :
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R(Dgp) = —4m2ahwd(Myp)
I(Dyp) = 42 ahwR(Myp)

Do = 4m?ahe (=7(Mqp) + iR(Mg) ) = 4m2ahwiM g

On voit donc que pour calculer les tenseurs d’absorption, y compris la partie imaginaire
caractérisant le magnétisme, il suffit de construire une amplitude de diffusion efficace,

A m' o' -5 s .
Ty miowss o+ telleque:

*
' ml+o'-s's' 1 'm'+o'—s' s’ £ m+c'-ss
{m+o-s;s - 2

-7
{m+o-ss ' m'+o-s's'

En comparant avec la formule générale de I’absorption, on fait aussi le lien avec les amplitudes
atomiques :

A mi o —ss f f*
Tf,m+a—s,s =-1 af,m-i—o—s,saf’,m'-i—a'—s'.s'
f

La démonstration au-dessus est valable pour tous les tenseurs quel que soit leur rang.

On peut donc écrire que tous les termes tensoriels de I’absorption peuvent s’écrire :

; j— A{;I’ I+ I_ /' !, —
o= amlahwi Y " > go 0:Bo 7 By Y loi] 9o

! ! !
g oo Og0g LL

ou L = (£,m,s). Avec cette notation les opérateurs électriques doivent contenir explicitement
la conservation du spin :

Op1E1 = Ogg €T

Aux seuils K ou L1 : g5 = g,. Sans spin-orbite : 0 = ¢’

g) Approche tensorielle avec énergie complexe

Quand I’energie est complexe, les fonctions radiales le sont aussi. La notation
<g6g loZ|b,,Y; ) est alors impropre, puisque {a|r|b) # (b|r|a)*. En effet le complexe conjugué

s’applique a I’harmonique sphérique, mais pas a la fonction d’onde radiale. Par ailleurs, on a

aussi la solution singuliére a considérer. On rappelle que la fonction de Green est alors donnéee
27 .

par<’ :

27.C. Brouder, M. Alouani, K. H. Benemann, Phys. Rev. B 54, 7334 (1996).

T. A. Tyson, K. O. Hodgson, C. R. Natoli and M. Benfatto, Phys. Rev. B, 46, 5997 (1992).
B.L. Gyorffy and M.J. Stott, in Band Structure Spectroscopy of Metals and Alloys, edited by D.J. Fabian and L.M. Watson
(Academic Press, London, 1973), pp. 385-403.
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+ —> 7 'm'+o'=s"s' px /2 - X =
GFi(7 7)) = Z Ry () Tom+o/~s"s px () + 2 Rius(Fe) S350 (7)

' m'+o'—s' s’ ' m'+o'=s's’ >/
Z RLS(r) t’m+o—s,s - 6SS’t{’ m+ao-s,s L’ /(T' )

5 o' m'+o' —s, N
=S R )
S

US,s = S.5Y, et U, =u, Y, sont les solutions irréguliéres.

La notation tensorielle doit donc étre modifiée par

1 _
]\4(1‘8=§ z <ga|ra|bLaY{’m)( ' m'+o'—s' s’ -5 £ m+o s s

— ’
m
Tt’ m+ao-s,s ss tt’m+a -8 ) (bL’U’Y{” |rﬁ|go">
goa'LL!
L ym {m+o-ss {’m+o ss
- <gO'|ra|bLa'Yf ) (T{”,m’+a’—s’,s (S

* — m'
f’m +a’ s',s’ )(bL’a’Yf’ |rﬁ|go')
+ 655’(90 Ira IELO' (T<)Yfm)fﬁ,ff+zs._ss s (uL’a’ (T>)Y{,/ |r3 |ga’)
— ‘[’ s, * I}
655’(90|ra|chr(r<)Y{’m)tg’T’r,:-’i;'iS',sl (uZ’g’ (r>)Ygr’n |rﬁ|gg’>

et si on considere le potentiel a symétrie sphérique :

1 Z B , ) ,
£'m "+o'— S ?
Maﬁ N 5 <g0'|ra|bLa- (T‘f m+o-s,s - 555 t{’r:ln-}-:asss S) (bL’a"Yfrln |r,8|go">
goa'LL’
~GolralBio V™) (T 15t 1ot = Suitimrat

Lol m! +o'—s' s’ )(Ez’a’yt’r’n |rﬁ|ga’>
+ D (Gl (Bug o) :;<uw<r>)) g9
goa'L

' m'+o’=s"s’ £ m+o-s;s *
T —Tor 1, 1 r ),
{m+o-s;s {m+o-s;s 'm+o —s',s

On peut donc écrire qu’au lieu de prendre gt ol s (
il faut considérer les intégrales radiales Ry, :

1 ’
— * ' m'+o'=s's’
M= ) Topauly g5 (Rl

¢ m+U —s ,S n
Tt’ m+o-s,s 653 t{’m+a —s,s ) RL'J'g
goa'LL!

nox (T{’,m+a—s,s

_ 5 €m+a ss )* n *)
Log \"¢'m'+o'=s",s’ t”m +o'-s's Log
* {m+o —s,s
+ Z ITQJ“LI;JJBL:] (t{JZia 5 Innrg ,L)
goo'L
ou :
R
11 7. !
v = [ 90V O | bug(gr
0
R R
" f g(r)l_)La(r)ranrj U, (rg(rr™ +2dr’
0

J
La suite est identique :
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f,aﬁ - f,Ba = Zmewan(Maﬁ)
f”a[:’ + f”ﬁa = _Zmewzﬂj(Maﬁ)

et donc :
Dyp = 4 ahwiM,g

h) Approche tensorielle en conservant les parties réelles de I’amplitude de
diffusion

Pour le calcul des amplitudes résonnantes, quand le calcul des amplitudes de diffusion
multiple a été fait avec une énergie complexe importante (c’est en particulier le cas d’un calcul
en TDDFT), il est utile de conserver les parties réelles et imaginaires de la fonction de Green
et donc de donner les tenseurs non pas de I’absorption, mais des amplitudes de diffusion. Le
traitement tensoriel avec les opérations de symétrie qui suivent impliquent en cas de calcul
magnétique de séparer la composante purement magnétique, de la composante non magnétique.

Le tenseur non magnétique est alors complexe et symétrique, tandis que le tenseur de la
partie magnétique est complexe, mais antisymétrique.

Partie non magnétique :

1 ' ’
_ _ n n * ' m'+6'-s's’ £ m +o —s s
Maﬁ,nomag - 2 LcrgRL'c,g (I}qaaL["gaﬁL’ (T«l’m+a s,S 555 t{’m+a -5, )
goa'LL!
* {m+o- ss fm+a ss
+ I—.vgaﬁLl—béaL' ( T m'+o — 8y Lol m! +o'—s' s’ ))
* {m+o —s,s
+ Z I_:go-(ZL[jgo-ﬁLj (t{’m+o' S,S Inn'gd L)
gol

Partie magnétique :

1 ' ’ ’
_ - n n * ' m'+o'=s's _ £ m'+a —s s
M“B;mag - 2 z RL(TQRLag (%JQLILQBL’ (T{’ m+o-ss 655 Comto—ss )
goo'LL

* {’m+a—ss 1.”m+a'—ss
- IjgaBL[:qgaL' ( Tom/+a'—s' s — 8y Lol m +o' s'.s’))
Dans le cas plus simple de I’énergie réelle, les tenseurs s’écrivent :

Partie non magnétique :
1 '
= E Z R R" (F

{"m +o'-s's'
Log™ Lo g \"Go F +1,

I t’m+o' ss *
BL’ {m+ao-s,s JdoBL

Maﬁ,nomag gaaL’Tg’ m'+o'-s's’

goa'LL
Partie magnétique :
I _ n n * ' m'+0'=s's’ * fm+a' ss *
M afmag — 2 RLUgRL ag (I?ggaL[:qg,ﬁL’T{’m+a -5,5 - I?gaBLIjqaraL ' m'+o'=s's' )
goa'LL’

La somme des deux est bien le tenseur total pour la diffusion :
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— _ ' * 'm'+o'-s's’
Maﬁ,dif = Ma/.?,nomag + Maﬁ,mag - REUngla'lg [jgaaL[;] rﬁL’Tt’,m+a—s,s
goo'LL! 7
) L 2mg (hw)? y
f aﬁ‘ - l’f aﬁ' - hz 2 T a'ﬁ,dif
— 2 .
Daﬁ,dif =47 ah(l)lMaﬁ'dl‘f

Pour I’absorption, a la fin de la projection sur la polarisation, on prend la partie réelle :

g=R Z &sa€ip Dap aif
ap
Tout ceci est valable quel que soit le rang du tenseur.
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F-4) La méthode des differences finies

a) Introduction

La méthode des différences finies (MDF) est une technique générale permettant de
résoudre des équations différentielles. Elle est tres employée, tout comme sa cousine, la
méthode des éléments finis, en mécanique, en hydraulique et dans de nombreux domaines de
la physique, mais relativement peu en physique du solide. Elle a pourtant été utilisée pour la
premiére fois dés 1934 par G. E. Kimbal et G. H. Shortley?® pour résoudre I'équation de
Schrédinger. L'absence d'ordinateur a cependant rendu son extension a I'époque impossible. En
1983, M. J. Puska et R. M. Nieminen?® ont ressorti la méthode des cartons pour I'appliquer a
I'analyse d'impuretés d’hydrogene et d'Hélium dans les métaux.

La MDF consiste a effectuer un maillage aussi dense que possible dans la zone ou une
équation différentielle est a réesoudre (par exemple I'équation de Schrodinger). Cette équation
est alors discrétisée sur chacun des n points du maillage. On obtient alors un systéeme de n
équations a n inconnues a résoudre. A la frontiére de la zone, des conditions particulieres sont
a prendre en compte: périodicité, valeur nulle de la fonction, flux de particule constant etc...

On peut discerner plusieurs étapes :

1) Elaboration du maillage, c'est-a-dire construction du réseau de points ou une
formulation discrete de I'équation sera donnée et ou seront calculées les inconnues. Plus le
maillage sera dense plus le calcul sera précis. Pour éviter un trop grand nombre de points on
peut envisager des maillages a densité variable ou des zones a méthodes différentes de
résolution; ainsi les zones ou la fonction varie plus rapidement sont regardées plus en détail.

2) Discrétisation de I'équation sur chacun des points et remplissage de la matrice
associée au systéme de n équations a n inconnues.

3) Résolution du systéeme de n équations a n inconnues par des méthodes standards.

b) Discrétisation

Soit une équation différentielle a résoudre. Prenons-la, comme exemple simple, du
second ordre et a une dimension. En chaque point de la grille, on peut donner une expression
approchée des dérivées de la fonction y(x), en fonction des valeurs de cette fonction sur le point
consideéré de la grille, qu'on appellera point central, et sur les points qui lui sont voisins.

A cette fin y(X) sera approchée dans cette petite zone a lI'aide du développement de la
formule de Taylor par un polynéme d'ordre 2, 4 ou plus suivant la précision demandée:

+h 6l//(x) +ﬁ821//(x) +E831//(X) + +£6”L(x)+

ox 2 ox2 A 3 o "

w(x+h)=p(x)

Par exemple, si on prend un polyndme d'ordre 2, les dérivées s'expriment en fonction
des valeurs de la fonction d'onde sur le point central et sur ses premiers voisins. Ainsi la dérivée
seconde vaut :

28 G. E. Kimball et G. H. Shortley, Phys. Rev. 45, 815 (1934)
29 R. M. Nieminen et M. J. Puska, Phys. Rev. Lett. 50, 281 (1983)
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0%y (x) _wlx+h)+p(x—h)-2p(x)
ox2 h?

Il est clair que ces calculs sont d'autant plus précis que les distances inter-point sont
petites et que donc, le nombre total de points dans le maillage est grand. Pour limiter ce nombre,
on peut effectuer des maillages a densité variable. On peut aussi effectuer des calculs a un ordre
supérieur. Ceux-ci sont de toute facon obligatoires si I'équation différentielle contient des
dérivées d'ordre supérieur. De facon générale, le calcul doit étre effectué a un ordre supérieur
ou égal a celui de la dérivée d'ordre le plus grand.

Par exemple a l'ordre 4 pour un maillage uniforme, on a:

o*w(x) _ 43¥100 + %3V 100 — Ha¥a200 — HaV¥a00 — %2 Wo0o
ox* h?

ou w00 et w200 représentent les valeurs de I'inconnue sur les points respectivement premiers et
deuxiémes voisins dans chacune des directions. Si le maillage est non uniforme la formule est
beaucoup plus compliquée. En présence de symétrie trigonale ou hexagonale, il est utile
d’utiliser un maillage hexagonal. Dans ce cas les composantes du laplacien dans le plan
perpendiculaire a I’axe hexagonal dépendent des 6 points voisins (au lieu de 4) a I’ordre 2 plus
des 6 seconds voisins a I’ordre 4. En conséquence les coefficients correspondants sont affectés
d’un coefficient 2/3. D'une fagon générale le laplacien s'exprime par :

Ay =D liw; avec: I =—> I
i

j=i

On est donc maintenant capable de remplir la matrice représentative du systéme a
résoudre. Au bord de la zone ou on résout I'équation, des équations particuliéres peuvent
intervenir. En effet un point en bord de zone, ou point frontiére, n'a pas de voisin au-dela de la
frontiere. Suivant le cas, on pourra ou considérer que la fonction est nulle au-dela de la frontiere,
ou introduire des propriétés de symétries permettant de calculer la fonction sur les points
extérieurs en fonction des valeurs de cette fonction sur des points dans la zone, ou introduire
toute nouvelle équation adéquate au probléme étudié et qui permettra ainsi de ne pas avoir plus
d'inconnues que d'équations.

c) Equation de Schrédinger dans la MDF

Compte tenu des expressions du laplacien données précédemment, I'équation de
Schrddinger en unités atomiques (Bohr et Rydberg) prend la forme :

(=1i +Vi —Ey —Z lij ;=0
i

d) Symetries
On peut tirer parti des symétries pour diminuer la zone de calcul de la fonction d'onde.

Chaque plan de symétrie divise la zone de calcul par 2. De méme les axes de rotations divisent
la zone de calcul par 2, 3, 4 ou 6.
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Les plans de symétrie passent par les points du maillage, divisant ainsi le volume de la
cellule des points correspondant par 2. En présence de tels plans de symétrie le point j est 2 fois
voisins du point i (voir Fig. 4), rompant ainsi I'nermiticité de la matrice. Pour la rendre
hermitienne il suffit de substituer les inconnues y, par v;y; ou vi est le volume de la boite
contenant le point i. Par ailleurs, on impose que les distances inter-point dans chaque direction
sont les mémes ce qui donne :

V.
(= li +Vi —ENiyi = >l V—'_Vj!//j =0
i Vi

Plan de symétrie
® [ ) ° [ ° diagonal
® [ ] [ ]
[ [ ([ (] (]
f
[ [ ] I—* [ ] i (] (]
[ (] [ ] (] (]
o/ ° *o——e o——e
Fig. 4

e) Développement en harmoniques sphéeriques

Prés des noyaux des atomes, I'énergie cinétique des électrons devient trés importante.
Un maillage uniforme oblige a imposer partout la distance inter-point trés petite correspondant
au cceur des atomes. Le nombre de points qui en résulte est alors énorme. Pour résoudre ce
probléme deux solutions sont possibles :

1) Introduire un maillage non uniforme, dense pres des cceurs et lache entre les atomes.
Cette solution adoptée au début a été abandonnée car plus colteuse.

2) Conserver une petite sphere de rayon Rmt a l'intérieure de laquelle on effectue un
développement en harmoniques sphériques. C'est cette méthode que nous employons.

Pour effectuer correctement la jonction entre la zone différences finies et la zone

harmoniques sphériques il faut 2 équations : la premiére est la simple continuité. Ainsi les points
a l'intérieur de la sphére sont développés dans le cas du potentiel sans symétrie sphérique par :

0r,0) = ) ahg D B OV (o

fms £'m’oc

ou dans les cas avec potentiel sphérique et spin-orbite par :
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00,0 = D sy bemos() V)

fmsc

ou dans le cas sans spin-orbite par :

0,0) = )" @longbao() Yo

fmo

et enfin dans le cas non-magnétique par :

0r1) = ) albe() YR ()

fm

Pour la suite, L désigne soit (£,m), (¢,m,o) ou (¢,m,o,s). Les parties radiales by (r) sont
calculées en résolvant I'équation de Dirac type Schrodinger radiale comme vu précédemment.

Le couplage di & I'équation de Schrddinger entre un point i voisin de la sphere et
I'narmonique (¢, m) d'amplitude a{ se traduit donc en substituant dans la matrice I'opérateur
-lij par :

—1ijb, ()Y, ()

La deuxieme équation est obtenue en multipliant par une harmonique et en intégrant sur toute
la sphére, c’est-a-dire en sommant sur les points premiers voisins extéerieurs de la sphére (en
gris sur la figure). Ainsi on introduit pour chaque (£, m") une équation :

ff (prL*d.Q = Za{/ ff b{;IYLIYikd.Q
T’

En somme discréte, en prenant df; = 4mv; /)., v,, €gal au volume relatif des points, cela

donne :
Fyan = TN b Y, Ydn
PigLrLiads; a it i Tiads;
i L i

En cas de spin-orbite, on a une équation par (¢',m',s) = (L',s). On choisit de
développer a chaque fois sur le spin égal a I’indice de solution (s = o) :

Z Py Va0 = Z A m+o— ssz bomosiYiiYr;d2;

‘fms

f

ce qui établit le lien entre les a/ (ou @) . Yetles ¢/ .

Pour réduire le nombre d'équations on tire parti des symétries qui impliquent que
I'amplitude de certaines harmoniques est nulle. On introduit directement ces matrices a
I'intérieur de la matrice générale.
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f) Application aux spectroscopies d’absorption X

Dans le cas des spectroscopies d’absorption, le photo-électron va sonder une zone
proche de I’atome absorbeur. Les processus de diffusion inélastique ainsi que la durée de vie
du trou laissé en 1s fait que I’on peut limiter le calcul, méme pour les structures cristallines
“infinies” a une zone sphérique d’un rayon de quelques angstroems.

Atome absorbeur

LD

O ®© o\o

f

e & o 0 O
Q O e

ojJo e e O
o/ 0 & o

b——Points du
maillage

e O o o o
e 06 0 0 0 O /0

@ O 0 0 ¢ @ Of|O

® @ ¢ @ O O O o

Sphére
extérieure

Les différentes zones du calcul MDF

Le calcul des états finals f s’effectue donc dans un espace restreint, non périodique et

que I’on divise lui-méme en trois zones différentes :

1) les zones intra-atomiques a I’intérieur d’un petit rayon autour du centre des atomes,
comme vu au dessus et ou, on effectue un développement en harmoniques
sphériques.

2) La zone inter-atomique que I’on traite en différences finies.

3) La spheére extérieure ou on considére le potentiel constant.

Pour une certaine énergie E du photoélectron tout un ensemble d’états finals sont
possibles. Les états finals doivent étre construit a partir d'une certaine base, en ondes planes, en
harmoniques sphériques ou autre... Ici on se limite a la base en harmoniques sphériques qui est
effectivement utilisée dans le programme FDMNES. Les états finaux sont construits a partir de
la sphere extérieure entourant I'agrégat sur lequel on a fait le calcul. Dans cette sphére le
potentiel est supposé constant et égal au potentiel moyen. Les solutions y sont connues et sont

données de Bessel, J;, = \/";“jg(kar), et Hankel, h}, = —i\/";ffh;(kar), normalisées par la

racine carrée de la densité d’état du vide. Par continuité entre les différentes zones de calcul
cela assure la normalisation générale de la fonction d'onde. On a donc a I'extérieur, pour I'état
: - 1 i , . . o
final f = (ff,mf, af), ou oy = £, désigne un état de spin (ou solution) particulier :

— m . =
gof(rr O-) = ]ffO'ngffXO'f - lz S[o‘ h;O'YmeO'
Lo

Dans le cas sans spin-orbite les solutions pour chacun des spins peuvent étre trouvés
séparément et on retrouve la simple condition :
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_ m . '
(pf(rr G) =]1.”f0'Y[ff - lz S[O’ h’;O'Y{’m

L

Les états finaux s'‘obtiennent en résolvant I'équation de Schrddinger relativiste ou non, avec le

potentiel éventuellement polarisé en spin. L'interaction spin-orbite peut étre négligée quand la
structure ne contient pas d’atome lourd et qu’on ne calcul pas de dichroisme magnétique aux
seuils K ou La.

La continuité entre la sphere extérieure et la zone différences finies est assurée
exactement de la méme fagon qu’entre les spheres atomiques et la zone intermédiaire. Par
exemple, avec spin-orbite, on a pour chaque (L', o):

Z ol Y)d0, = 800,011, zl_'ffafYLfiYL*iin - Z Sie Z oYYy, a0,
- :

l

L’ensemble de ces équations, équations de Schrodinger discrétes sur chacun des points
du maillage, et continuite entre les zones donnant les amplitudes atomiques a{a et des ondes

sortantes S['a est placé sous forme matricielle. Cette trés grosse matrice (10 a 30000 points) est

résolue selon les méthodes standards. On obtient en particuliers les a/, de I’atome central,
sélectionnées par les regles de sélection. Ces amplitudes sont introduites dans la formule
générale (4) donnant les matrices de transition, enfin les signaux XANES ou DAFS sont
calculés®.

Noter qu’en pratique, dans le cas ou on peut utiliser une matrice réelle (potentiel réel,
groupe ponctuel utilisant des harmoniques sphériques réelles et absence de spin-orbite), on
prend comme fonction a I’extérieur de la sphere :

(pf(r' O-) ]ffO' ff +ZqLo' nfO'Y{’

ou n,, sont les fonctions de Neuman. On retrouve alors les solutions par :

30 e programme FDMNES effectuant ces calculs peut étre téléchargé a I’adresse :
http://www.fdmnes.neel.cnrs.fr
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G — Calculsen TDDFT

a) Introduction

Afin d’améliorer la description des seuils de basse énergie, une des piste consiste a
utiliser le formalisme de la Time Dependent DFT (TDDFT) introduit par Runge et Gross en
19843 et repris par Schwitalla et Ebert®? puis Ankudinov, Nesvizhskii et Rehr® dans le cadre
de I’absorption X. Dire que I’on fait de la TDDFT est un terme aussi vague que dire que I’on
fait de la DFT car toute la problématique est reporté sur I’évaluation d’un noyau K(r,r’,w) qui
lui-méme peut étre calculé a I’aide d’approximations variées.

Dans ce formalisme, on utilise la susceptibilité y(x, x’, @) qui rend compte du couplage
entre états. On a utilisé la variable x = (7,6, 6), oll g, et & sont respectivement les spins des
états de cceur, g, et de valence f. Ils ne peuvent étre différents qu’en présence de transition
dipolaire magnétique.

Quand on néglige les phénoménes multiélectroniques, la susceptibilité s’écrit :

Pgo, M Pre(M)Ps o ()P ger (1)
hw — (Ef — E,) + in

Xo(x, x', w) = Z(tg — t)
fg

ou les taux d’occupation a température nulle, t, et t¢, valent respectivement 1 et 0. Ici les
fonctions d’onde sont en [longueur]® et normalisées & 1. La section efficace d’absorption est
alors donnée par :

o(w) = —4nahw z ff 039 (xo (x, x', w) ) o;drdr’

oologay

ou 0i et 0s sont les opérateurs rendant compte de la polarisation et du vecteur d’onde comme
dans les chapitres précédents.

On trouve dans la littérature le pré-facteur 4w/ c a la place de 4mwathw si on utilise les
unités atomiques : rayon de Bohr et Hartree. Avec cette notation les opérateurs électriques
doivent contenir explicitement la conservation du spin :

Op1p1 = 866, E.T

En TDDFT, on consideére tous les couplages états initiaux et finaux ensembles. Des
seuils d’absorption proches en énergies doivent donc étre traités ensembles et non plus
indépendamment. C’est par exemple le cas des seuils L2 et L3 des éléments 3d ou des seuils
Mas. Pour un seuil Lzs, les états initiaux g sont donc au nombre de ng = 6, 2 du p12 et 4 du pae.
Pour un seuil Mas, il y a 10 états initiaux.

31 E. Runge and E. K. U. Gross, Phys. Rev. Lett. 52, 997 (1984).
32]. Schwitalla and H. Ebert, Phys. Rev. Lett. 80, 4586 (1998).
3 A. L. Ankudinov, A. 1. Nesvizhskii and J. J. Rehr, Phys. Rev. B 67, 115120 (2003).
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b) La susceptibilité efficace monoelectronique

Pour la suite, on se contente de partir du modéle de Schwitalla et Ebert adapté a la
diffusion multiple. On utilise les mémes développements en harmoniques sphériques que dans
les chapitres précédents :

(pf(r) - z a£m+a ss(Ef)Et’mJS(r’Ef)yt’mXJ

fmso

H1
9,(r) = b (r)Z 000" o,

b,mos €St maintenant en [longueur]®?[Energie] ™ car les fonctions d’ondes radiales sont
normalisées par la racine de la densité d’état du vide.
Ici et pour la suite, on note :
L = (£,m,s) et (£,m) pour les harmoniques sphériques,
= m+o0—s,5),
Lgo = (8g,mg +3— gy).
S’il n’y a pas de spin-orbite dans Ies états finaux, L = (¢,m) ets = o.

Si on utilise des potentiels réels, I’lamplitude de diffusion multiple est telle que :
ALy
TLU - Lza€m+a 55 t”m +o-s's’

On obtient :

ELUYL‘E[I:’UEL’O'YL*I
] o + ag
Xo(x, ¥, w) = lZ‘pg"ngEg — Ef + ho + in 4Er g0y
g LL

On définit la matrice susceptibilité mono-électronique par :

RLag(Ef) L' L’crg (Ef)
00’y _ s o oL j RY,,(Eq + hw) ‘Lo R} 441 (Eg +ha))
7 E; — Er + hw + in dEy

Xort'gg' 99199045 g' 4

On a utilisé I’intégrale radiale mono-polaire :

R
RYs4(E)) :f by ()b, (r, E;) r2dr
0

Noter que la dépendance en g de R{’Ug est en fait tres faible. Dans un cas non magnétique, cette
dépendance est méme nulle si g et g’ ont le méme moment J. On voit aussi que ces termes de
deépendent pas du spin de I’état initial puisque b, (r) est le méme pour les 2 composantes de
spin.
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Ceci donne avec une bonne approximation :

UgO'O' 0'

Ko X,0) =1 ) by, D Dokl Phue (Y by @Y, ,

ag’ Ly

Pour les termes tensoriels de la section efficace d’absorption, on avait trouvé en fonction de
I’amplitude de diffusion multiple efficace :

o=4n ahwlz Z gagz<ngLgag |o§|EL(,YL)ffn’l’fr:"ss‘s S( Lo Y1rloi] by Y >
LI

g oo’ O'gO'g

)(gfL 0g' Joue le méme réle que I’'amplitude de diffusion multiple. On construit donc de la

méme facon une susceptibilité efficace :

)Zagaa'aé _ 1 ,0g00'og Aaé,a’acrg*
oLL'gg’ 2

S\ Xowr'gg” ~ Xor'Lg'yg

Ainsi, en fonction de cette susceptibilité mono-électronique efficace, la section efficace
devient :

o=4n ahwlz Z Z(b Vg0, IoslbLJYL)ng;:gag(bL, 'Yprlo;] by YL, ,>

!
99’ oo’ ag ag LL

ou on a les doubles sommations et les termes G, ,Gg'al qui sont intégrés dans la susceptibilité.
r_!

79 bar un terme 77999
7, par u XLng

Dans la suite on va utiliser la méme formule en substituant )(OLL,

contenant les effest multiélectroniques.

c) La susceptibilité efficace

Dans le cas de la réponse linéaire, le lien entre les fonctions de corrélation y et yo est
donné par :

x(x,x', ) = yo(x,x', ) + f dr''dr' yo(x, x", )K(x", x"", )y (x'", x', )

0'” III

ou K(x",x"", w) est le noyau. Il contient donc toutes les informations sur le multi-électronique.
Quelques-unes de ses expressions sont données plus loin. Si yo est diagonal sur les états
initiaux, le noyau K ne I’est pas. Ce dernier terme va donc entrainer un mélange entre transitions
venant d’états initiaux différents. Pour que ce mélange soit quantitativement significatif il faut
cependant que les valeurs de v soient non négligeables a I’énergie du photon que I’on
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considere. En d’autres termes, il faut par exemple que les seuils L2 et L3 soient proches en
énergie.

L’expression au-dessus ne contient pas de somme sur g ' et g, car on suppose que le noyau
n’échange pas les spins entre états de cceur et état de valence. Donc pour K (et donc aussi y),
on impose

nr

!

, o
99 = 5 %
Cela revient a poser quesio, = o > ¢, =o' etsio, = —0 > o), = —0’.
g g g g
A I d " O'”’ " O_III O'” 0'”, ) ; I
u total, on prend que oy’ = — 0y =———0y=—0y. On est donc toujours compatible

’ o’
avec O'g :;O'g.

On suppose alors que I’on peut faire les mémes développements sur  que sur yo:

gg00’a} ,
XX, @) = Y by, Y Bug Wiy bne by ()Y by Y,
ag’ LL J
x(x, x', w)
= xo(x, x", w) + Z b, (r)YL*gag Z b (MY, z )(gff,?gga,‘?
L gIlLII IIO.III

g
Xf dr”dr”’ELuau(r”)Y*nb H(T‘”)YL y ,,K(x”,x”’, )

cr”’a”’a’(r .
Z b III(T',”)YL "y ,” Z bLIH HI(T‘ )YLIII Z )( g gbLIO_I (T’)YL, bgl(T,)YLg, aé

LL gg
gII gILI

Onvanoter E=fw—Ey—Eget E'=ho-Ey —Eq ot Eo est I"énergie du bas de la bande
de conduction. On pose :

r_!
750g00 0g _ =N * ’ Ny * T o
KLL’gg’ ((A)) —_ drdr bLo(T‘, E)YL bg(T‘)YLgagK(x,x ,(U)bgl(r )YLg’o-’ bL,a,(T ,E )YL’
9
ce qui donne :
r__r r ! n__r e _rr_rrr __rr’ nr_rrr __1
AO’gO’O’ Ug _ ,\O'gO'O' Ug UgO’O’ O'g AG'gO' g Ug Ug g o O'g
Riprgg @) =X (@) + Rorvrgg” 2 Kinwmgugm @Ry gm " (@)
g”L” IIa.III gmLm

Pour toutes ces matrices le 4°™ indice de spin est inutile. En I’absence de transition
dipolaire magnétique, le premier est également inutile puisque : o, = 0.

On a donc la relation matricielle :

A
A

20)=70(0)+ Zo(@)K(0)7(0)

Dans la pratique, on utilise plutot :
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~ 1 A
Z(w):mm(@)

Dimension des matrices :

Si on indexe les états initiaux par spin, comme il y a 2 états mono-spins pour les seuils
K, L1, Ls, M1, M3, Ms, le nombre d’états par spin pour les seuils K, L23, Mass est en fait de :

nge =228 +1)—1=4£,+1
Par exemple au seuil K, n,, = 1 et au seuil Lzs, nge = 5.

De méme pour les états finaux avec spin-orbite :

Ny = Zﬁf&” 40+1= (fmax + 1)(2£max +1)

et sans spin-orbite :

¢

Ny = nggx(%’ + 1) = (fmax + 1)2

La dimension des matrices est alors :
ny = ananLcr

En pratique, puisque le noyau ne renverse pas les spins entre états de cceur et états de valence,
en cas de transition magnétique, on utilise également des matrices de dimension ngsnﬁ. On fait
alors 2 calculs correspondant respectivement aux spins croisés et spin identiques, c’est-a-dire a

Ug=0etag¢a.

d) Le noyau

Le noyau K décrivant I’interaction électron-trou est souvent indépendant du spin. Il peut
étre séparé entre une partie coulombienne (ou de Hartree) et une partie d’échange-corrélation :

2

KGO-‘ (I_;,I_;' ,a)): W

+£29(F,F o)

A ce stade, on peut utiliser une approximation locale (TD-LSDA) sur fxcen prenant :

.
= o(r ) T

£29(r,r,w)=06(F - F)—>
@ (rr,w)=s(F r)ﬁpdapo- o0

On peut encore plus drastiqguement prendre fxc (f, r',a)) =0. C’est I’approximation RPA-LF.

1) Partie coulombienne

Pour la partie coulombienne du noyau, on peut utiliser le développement en
harmoniques sphériques* :
oo 1 A
1 4Tt 1<

- D DM@ @)

—_ ' 2 1 A+1
|r — 7| ~ A+ 17

3], G. Angyan et al., J. Phys. A : Math. Gen. 39, 8613 (2006).
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Ce qui donne :

R7977 % () = f drBy (r ), (1) Z -
r R

ri- AJNTQ+A¢g(r)bL//(r)dr 4—r2+lj‘ wg(r)bL,,0~)dr

0
X z f Y'Y, d0 f YL",Y/{‘YLQ,U& ds
u=-2

Les intégrales radiales au-dessus ne sont rien d’autres que les intégrales de Slater utilisées dans
la théorie des multiplets. A cause des conditions de non nullité des coefficients de Gaunt, les

valeurs de A contribuant au noyau sont telles que ‘6 —Eg‘ <A<+l \z'—z g‘ <AL et

r

de méme parité que (+{get [+(,. On a pris £y =y . Donc seuls les éléments du noyau

coulombien ayant / et /' de mémes parités peuvent étre non nuls. Les éléments diagonaux (g =
g’, o= ¢’) non nuls ont nécessairement m = m’. On voit aussi que pour un seuil K, bien que

les 2 états initiaux g sont « mono-spin » et de spins Opposes, KLL"jgg,c n’est pas diagonal en
état initial.

2) Partie d’échange-correélation

Si on utilise I’approximation de la densité locale pour le noyau (TD-LDA), la fonction
de corrélation fy (,0) est obtenue par :

Vg p” .07 )
op

fe(p)= ou en spin-polarisé 2% (p” p° ):

ou Vxc est le potentiel d’échange-correlation et p(r) la densite électronique. On exprime plutot

1
les résultats en fonction du rayon de Fermi r, = (%)5 Pour I’approximation X, on a donc :

xc(r )_ __ar

Selon le modele d’Hedin et Lundqvist, en non magnétique, on obtient :

1
4 187 )3 r
e[ e, B

ou cp = 0.045 et rp = 21 selon I’optimisation de Moruzzi, Janak et Williams.
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En cas de transitions magnétique, on a un terme du type £.9°° ““(r). On fait les
approximations (peut-étre forte) qu’il n’y pas d’échange de spin orbitale de cceur — orbitale de
valence :

0,0,0~0 __ £0,0,0~0 __ £0,—0,—~0,—0 __ [£—0,0,—~0,—0 __ 0
xc — Jxc — Jxc — Jxc -

et que les termes croisés sont identiques :

0,0-0,~0 __ [—-0,0,0~0 __ £0,—0,—0,0 __ £—0,—0,0,0
xc — Jxc — Jxc — Jxc

; 14 Alats oo’ ! = m=m\f 00 (o
Pour une fonction d’échange corrélation locale, f.2° (r,r',w)= (7 — )2 (F), on
peut remarquer que la fonction de Dirac est homogéne a I’inverse d’un volume. Le noyau se

calcule alors par une simple intégrale. On suppose la fonction de corrélation radiale. On peut
donc en plus séparer les parties radiales et angulaires :

~0400'ag o400’ gy

KLLIgglxc = jrzd‘l" ELO‘(r)bg(r)fxc (r)bg’(r)ELIO'I(r) J- YL* YLga'g Ylfg,g;] YL’d‘Q

La derniére intégrale est le coefficient de Gaunt a 4 harmoniques qui s’exprime en fonction
des coefficients de Gaunt classiques par :

fYL* Yo Y Y md = Z f Y Y nY,d0 f Y Y Y,d0
A

Comme (4 =Ly, et £ ont méme parité. Onaaussi : My —o+M+0' =My —o'+M+0,

e) Cas des atomes non sphériques

On a vu que dans ce cas, les états s’écrivent :

B = ) b, D DA OV (P

fms frmro

Les équations au-dessus restent valables en utilisant comme terme de normalisation radial :

R
RBJg = f Py (r) Z bfmn;:r(r) ridr
0 £'mr

- - 7 —pll n n N
Dans les formules, on substitue alors simplement b, ()Y, par X prr bf g™ MY, ().

La susceptibilité est donc donnée par :

LLI {)IImII flllmlll

! —pll I n AN A ! —gl’l nr 17 N !
=D 0D Y Y B OV gy Y. B OV (g )
99’
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De méme, les noyaux coulombien et d’échange se calculent par :

r_r
=000 O,
K g g
LLiggr ((1))
I1r%

= [[[drar > B GV @by, KX Doy O, Y B GO
99
‘[’Imll

flllmlll
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H — Optique

H-1) Liens optique — rayons X

On a vu dans Pintroduction du chapitre B que [I’interaction du rayonnement
électromagnétique d’énergie 7w avec la matiere est décrite par I’indice de réfraction complexe
n ou la constante diélectrique complexe & et que ces termes sont reliés au facteur de forme f par
les relations® :

T

s—lz—ﬁpgﬁfz—ﬂ%&f Mw):drzl—ﬁg&fwxd

La deuxiéme formule n’est qu’une approximation dans le cas isotrope. Une vision plus générale
est possible avec la fonction diélectrique.
Un diélectrique est une substance non conductrice ou tout élément de volume dz a un

moment dipolaire électrique dM. Celui-ci peut étre permanent ou induit par un champ

électrique extérieur E. Le vecteur polarisation P est définit par dM = Pdr et le déplacement
électrique en un point particulier est :

D = EOE + P
Pour un milieu diélectrique linéaire, on a la relation matricielle :
Dx Exx Exy Exz Ex
Dy | =gy yx Eyy Eyz || Ey
D,

E2x Ezy &2z EZ

La susceptibilité y est reliée a la matrice permittivite relative définie au-dessus par y = 1 — ¢,.,
la permittivité du milieu étant par &,¢, et on a donc P= eo)(ﬁ. Dans le cas isotrope, ona €,.,, =

Eyy = &, = € €L
n=+e
Avec I’équation de Maxwell,
V.D=0
appliquée a une onde plane, E = E,e‘(®7=©t) on obtient :
k.D = k. eoerﬁ =0
C'est-a-dire que K est perpendiculaire a D et non plus E si le milieu est anisotrope.

Avec cette autre équation de Maxwell :

% J. Als-Nielsen and D. McMorrow, « Elements of Modern X-ray Physics », John Wiley and Son (2001).
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on obtient avec pygq = Ciz:
(l)z - -, = - o\
— -2
C—ZErE = k*E — (kE)k

Si on se place dans le repére cartésien défini par les vecteurs propres de la matrice
permittivité, on a les indices :

nz 0 0
&=(0 nj 0
0 0 n?

On a alors le systeme de 3 équations a 3 inconnues :

w? R ..
C—Zn,zcEx = k?E, — (k.E)k,
w? R .
"By = KBy - (k.E)k,
2

(:—zngEZ = R2E, — (k.E)k,

Soit :

w? S
(c—zn,% — k% + k,%) Ey + kykyE, + kyk,E, =0
w? 2 _ 2 2
kykyEx + <C—2ny — k% + ky> Ey + kyk,E, =0
w? S
k kyEyx + k,k,E, + (C—zng —k*+ k§> E,=0

Ce systeme a une solution non triviale quand son déterminant est nul, c'est-a-dire si :

c* 2

w* w2<k;+k;+k;+k;+k;+k;>+<k; K2 k§>§2:0

Dans le cas uniaxe, si on choisit n, =n, =nyetn, =n,, ona:

k2 w? ki+ky ki w?
T a |\ T2 Ttz =0
ng ¢ nz ng ¢

Ce qui définit une sphére et un ellipsoide. La sphére correspond aux directions de propagation
possibles dites ordinaires, I’ellipsoide aux directions du faisceau extraordinaire.
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H-2) Calculs

a) Introduction

On peut tenter d’effectuer des calculs aux énergies correspondant a I’optique. On ne
simule alors dans le cadre de cette théorie que les transitions électroniques. La difficulté est que
les états « initiaux » ne sont plus de cceurs et sont donc étalés selon un continuum comme les
états « finaux ». On utilise alors logiqguement les mémes bases pour états initiaux et états finaux.

b) Formules générales

La formule générale de I’absorption pour les X est donnée par :

= 4m ah(‘”z Z GgayGygay Z(b Vg0 |Os|bLaYL>f§$:ZS_S : (bL’a’YL’|0i|ngLga§>

g oo’ JgO'g LL'
Elle devient en optique en cas d’énergie et potentiels réels :

Ep<E'= E+hw

n .

O'(ha))=4n2ahw J. dE z (bLa(E)YL|Os|bL'(E’)YL'>A£ m "+’ —s ,S (E)

m +o'-s' s
E<Ep LT

X (EL”(E,)YLloilEL”’ (E)YL"’>A€m+O- > ST M (E)

nr nr
Ty m' el -

ouL = (£,m,s,0); Eet osont I’énergie et le spin des états occupés ; E’ et o’ sont I’énergie et
le spin des états vides ; sans spin-orbite s = .

c) Potentiel ou énergie complexes

Avec une énergie complexe, on doit tenir compte des solutions irréguliéres:

LL' (77 77’) =R, (7”) (TLL’ - tLL')RZ<’ (77,) + 5LL’RL (?<)tLL’TL>§ (F>)
= RL(r)TLL'R;(’ (77') + SLL'RL(F<)SZ§ (F>)

Il'y a alors a calculer des intégrales du type:

a) Produit de solutions régulieres
Tppprpn = .fd37‘ RLE(T)O (T)RLI () X .fd3r' LIIEI(F,)O(F,)RL’”,E(F,)

b) Produit de solutions réguliere et irréguliere
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Tiwrprmg =6,y f dr d3r,Rl>,<,E (?)0*(77)}?1,’,5’ (7o) LX" E’(?>)0(?,)RL”’,E(?,)
c) Produit de solutions irréguliere et réguliere

T = b, [[ € 'S 00" IRy gy (IR g (P0G IRy G

d) Produit de solutions irrégulieres

Ty = 5L'L”5LL”'f d*r d3r,SL>fE(F>)0*(F)RL’,E’(F<) ;" E’(F>)0(77I)RL”’,E(77<)

Ce dernier terme est nouveau par rapport au cas des spectroscopies de cceur. Il donne pour la
partie radiale :

R
r
Ry = 5L'L”5LL”"[d3rSL,E(r)O*(?)SL”,E’(T)f d3r’ RLI’EI(T")O(?')RLHI’E(T")
0 0
R R
+5L'L"5LL"'fd3r RL',E'(r)O*(F)RL”’,E(r)f d37"SL,E(T")O(F')SL”,E’(T’)
r
0

d) Potentiel non sphérique

Si le potentiel est complexe et non sphérique:

1 > - - - - -
_GZ-L’ (r, 7)) = Z Ry, (7) (TL”,L”’ - tL”,L”’)RZ,(’L”’ ™)+ Z R, (7o) tLH'LmTszm(T;)
n L Ly
= > Ry Dty Ryn G+ ) Ry Sy ()
L L'
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H-3) TDDFT et optique

On part de la définition générale de la susceptibilité :

, (P;Jg (r)(pfa (r)(p;o" (rl)(pgaé (T')
) = (b ) S
fg f = Eg) T

Pour les spectroscopies de cceur, en utilisant les bases en harmoniques sphériques et I’amplitude
de diffusion multiple efficace, elle devient :

bLaYLTL LJYL*I
Xo(x, ¥, w) = lz(pQGQZJE —Ef+ha)+def¢gag

En optique, on garde les mémes développements pour les orbitales occupés d’énergie E et les
états inoccupés d’énergie E’. On obtient alors :

dEdE'’

ff MLLILIILIII (1", E, 1',, E,)

Kol X', w) =i E—-E +hw+in

LLILT LI
avec .

MLLILIILIII(T, E, 1" E’)
= —ib,(r,E)Y} (r)bL,(r E)YL,(r)Af m a5t (E')bLu(r',E)YL*,,(f’)

‘m+a' -s's!

X by (', )Yy (B E e o _ann o (E)

nr
t) 4o 117 _

En RX, on avait défini :
RLag(Ef) L' l?’crg (Ef)
j RY,,(Eq + how) LURUGQ(E 4—hw)
E; — Ef + hw +in dEy

,0g0g e
XOLL gg’(w) GQ"g Gg"fé T

En optique, la double intégration sur I’énergie va faire que la susceptibilité efficace y,
sera homogene a une énergie. Le noyau devra donc étre homogeéne a I’inverse d’une énergie.
Par ailleurs le terme de normalisation qui sert a compenser I’effet de la variation des
fonctions radiales en fonction de I’énergie sera calculé en fonction des énergies moyennes des
états occupés et inoccupés autour de hw soit respectivement £ = Ep — "2 et E’ = Er + 2. On
les prendra égaux a :
%wy)

h
LL’ (EF Er + Tw)
ou on a utilisé I’intégrale radiale monopolaire :

R
RSL,(E,E’) =f b,(r,E)b,(r,E") r?dr
0

CLL’ (E' E,I (I))
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Ainsi, la susceptibilité efficace devient en optique :

XoLr' L' ((1))
—i
=061 110 . 111 —
a'd""Cad"" T
' A"+ =s"" s o\ At mto—s,s '
y J’f CLL’O'O"(E’E ,(U)T{) (E )Tt;lll " III_SIII'SIII(E)CL”L’”O'”O"”(E E, CO)

ro 1
,m +a"—s’,s' m+o

dEdE’
E—E +hw+in

On définit alors, comme pour I’amplitude de diffusion multiple :

_ Lo, . *
)(OLL/LHLHI((U) = E(XOLLILIILIII ((1)) —XoL'"'L" 'L ((1)))

L’expression finale de la susceptibilité se retrouve alors en utilisant encore les fonctions
radiales moyennes calculées aux énergies E et E' pour les niveaux occupés et inoccupés :

)(O(x, x’, (U) =2 Z EL(E)YL* ELI(E,)YL,)ZOLLILIILIH ((U)ELH (E’)YL*HELHI (E)YLIH
LLILIILIII

Par suite, le tenseur absorption devient :

o = 4m?ahwi Z Z <ELYLIO;FIEL’YL’))ZOLL’L”L’”(w)<BL”YL”IoilzL”’YL”’)

O.O.IO.IIO.III LLILIILIII

La susceptibilité multiélectronique est alors construite de la méme facon que pour le
XANES. La seule différence est que le noyau est calcule a I’énergie hw en fonction des
fonctions radiales aux énergies E et E' :

8w
21+ 1

=

R eS)
KLLILIILIIIC((U) = f dT'EL (T', E )EL’ (T, E’ ) z
0 A=0

T

X rl_lf7”'2+’15L"(r',b:')EL”'(T',E)dr'

0
R

+ T'ZHL J- T'l_AELH(T’, E' )ELIH(T', E )dT'

r
A

X Z f YY)y, d0 j Y YS Y mdQ
u=-21

KLLILIILIIIxC ((l))
rrr_rr

= f r2dr by, (r, E)by(r, ENFZC O (r)byn (r, by (1, E) f YY) YY) d0
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I - Fonctions de Bessel, Neumann et Hankel

Les fonctions de Riccati-Bessel, Riccati-Neumann et Riccati-Hankel sont reliées aux
solutions de I’équation de Schrodinger radiale en I’absence de potentiel :

2

a—+gi+ k? ——£(£+1) f,(r)=0
orr ror r

On pose z = kr ou K est le vecteur d’onde, et donc :

2
o 20 M) f,(2)=0
oz> 0z 22 )

L’équation se simplifie en posant fA[ (2)=1f,(2) :

2
[a +1_£(£+1)}f€(2):0

oz° 7’
Les solutions de cette équation sont les fonctions de Riccati-Bessel, Riccati-Neumann et

Riccati-Hankel. Elles sont reliées aux fonctions de Bessel, Neumann et Hankel demi-entiéres
par les relations :

@=2"3,,,0, A@=c)"E2)"1 ..

ou jﬂ(z) et fi,(z) sont les fonctions de Riccati-Bessel et Riccati-Neumann et Jp(z) les
fonctions de Bessel standard.

Fonctions de Riccati-Bessel :

jo(z)=sinz, il(z):—cosz+ﬂ, jz(z):sinz[iz—lj—écosz
z z Z

Fonctions de Riccati-Neumann :

Ng(z) =—cosz, ﬁl(z):—sinz—cosz, ﬁz(z):—cosz(%—lj—isinz
z z Z
Fonctions de Riccati-Hankel :
ﬁ[fl)(z) = L(Z)+ in, (Z) (parfois multipli€ par —i)

ﬁéz) (2)=],(2)-in,(2) (parfois multiplié par i)

RO = je, RO :(_1_%}3&’ A :(i _%_:_;jeiz

Relation de récurrence :

. 201, . A . -
f/(Z) = ff?l(Z)— f/@iz(Z), avec ff(Z) = JK(Z) ou hE(Z)
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Dérivée :
daf, - (= daf, ¢
—=f, , ——f et —=—f,—f
dz 17l 4z 7 ¢ e

Les fonctions dites de Bessel, Neumann et Hankel, solutions de 1’équation de Schrodinger,
que I’on utilise sont :

- . (1)
_ z A, (z) h,”(2)
0= =MD g
z z
Comportement asymptotique :
limj,(z) = 2! limn,(z) = o
paeld (2f+1)! ATy 7

Rq : « !! » : factorielle en ne prenant que les termes impairs (7 !!=7x5x3x 1)

. . . . 1 . . 1
limjo(2) =1 limj,(z) = ;2 lim j5(2) = ;-2

2 . . _ L 3
lim j3(2) = =2

Fonctions de Bessel (ou Riccati-Bessel / z)

1 T T T E_ T L T ‘{ | Wir pheiy | 1 1 T T r T .7 k |
0,8 ol SR | —hessel(0) |-~
; — D ESSel(1)
i) SO T e bessel(2) |--—
04 boeeeeef? - ........... __________ N
TIW 4. 4, W N N
0
TP 2 SR 0 W et S
-0‘4 | 1 1 i 1 1 L ; 1 1 | i | 1 1 i | | 1
0 2 4 6 8 10
2
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II - Vecteur d’onde et densité de courant

Vecteur d’onde :

- i(EE ) ki

Si E; positif, kr et ki ont le méme signe, donc absorption.

Densité de courant et divergence

n n
Jr,0 = 5= (v * Yy —yVy *) = —Im(y * Vy)
ml m

h h
div(I(r,0) =2 —(w* Ay - yAy *) = —Im(y * Ay)

Onde plane : w(r,t): Aei(kr“”t)
p(r,t)= |‘I/(1” t)|2 = |A|Ze_2k r

I(r,t) = |A|2 ik o2k

Hankel sortant : \/Eh(l)( kr)
irt)=2 Im(kh(l)*[h(l) “lh“)n
k

= +%i Im(kh(l)*h§ f)

h20-1 ) K7 (17 K(1)
— h Im — |——Imlkh; 2 h
m r /-1 k* m ( /-2 f—l)
h20-11 ) K (1) (1)
=— h Im| — Imlkh;"Zh
m r /-1 k* ( /-3 /,—2)
_Rh20-1 oy K -1 T (Dp(1)
== hyl)l Im - +(-1) E|m(k[h0 h; LC_Si_f_pair)
h20-1 h(l) 2 k -1 h e_2kir k g.,_l.k
= —h Im| — |+(-1)" = Im + (=)

k mik*r2 ke +(=1) K

Si £ pair :
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hk 20-1 e2kr
I(r,t)= —=| 2k;[h (Y | =—
( ) m|k|2 -1 rz ]
Si £ impair :
nk 2271 2k; |e ki
I(r,t) = —=| 2k;h(V 1+
mi? T U )
Siki=0
hol
I(r,t)=——
(t)= s

Hankel entrant : h%z) (kr)

Zkir
Jey= 2o P K cpr e gy K + (= 1) ik
m -l K" k, +(
T

r m k2 ~1)k;
Si £ pair :
ik 2201 i
J(r,t) = —= | 2k;n{? -
( ) m|k|2 11771 r 1‘2 J
Si € impair :

I(r,t)= hkr2 2k;
mik

h;z)l 220-1 1= 2ki e2kir
- r |k|2 1'2
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III - Harmoniques sphériques

AQYfm = _’g(’g + 1)Y€m

Par définition :

20+ 1 (£ —m)!

ime pm
py ({’+m)e P;*(cos 6)

Y6, 0) = (D™ j

Les harmoniques sphériques sont calculées par récurrence.
On calcule d'abord toutes les harmoniques ayant m = £ et m = £-1, jusqu'a "Imax" avec :

24+ 1
Yf(e, (P) = - 20

2¢+1 ;
Y/ 7N0,9) = ‘j; sin§ 'Y, (6, 9)

Enfin on calcule les harmoniques de m={-2am=20:

—2(m+1 .
Y8, ) = ( ) cotf e Y"1(0, )
\/f({’ +1)—-m@m+1)

_]e(u 1) — (m+ 1)(m +2)

sin @ eY/1 (8, ¢)

e—zier[m+2 (9, (P)

t+1)—m(m+1)
Si cosO =1, toutes les harmoniques ayant m # 0 sont nulles.
Par ailleurs Y, (0, 9) = (=1)™Y, ™6, p)".
On utilise aussi les harmoniques sphériques réelles (ou tesséralles) :
m<0: V7 = (=D™V2Im(Y,™) = = (" = (D)™™
m>0: Y = (~D™V2Re(V"™) = = (™ + (D)™™

Inversement, pourm<0: Y = % (Y{,l;n I_ iY{,_rlml) = \/% (Y™ —iY")
pourm>0: Y= % (Ygl::rll + th)—rImI) = % (Yo + iY,™)

Remarques

La relation d'orthogonalité sur les YIm est valable aussi en réel :
f YV A2 = 8,018

! n
Par contre le coefficient de Gaunt : [ Y'Y, Y,li dQ est différent.
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Premiéres harmoniques sphériques réelles (on omet le « r »)

_ ’(z£+1)(2£—1) _ [1 _ [3 _ [15 _ (35
Cp = T am > Co = H,Cl— E’Cz_ H,C3—H...

Y2 (6,9) = c

Y;;1(8,9) = ¢, sinfsing = py

Y2(08,9) = c,cosf = p,

YL (6,9) = ¢, sinf cos ¢ = Py

YZ_rZ (9; §0) = %Cz sin? 6 sin 2g0 = dxy YZ_Z(Q’ ¢) — %CZ sin? 0 e—Zi(p

Y516, 9) = %Cz sin 20 sin ¢ = dy, Y;1(0,9) = %cz sin 20 e~
V3 1

Y2(8,9) = ~C (cos2 0 — ;) = d,

Y5 (0,9) = %cz sin 26 cos ¢ =d,, Y;(6,9) = — %cz sin 26 e'®

Y2.(0,9) = %cz sin? 6 cos 2¢ = dy2_p2 Y;2(0,9) = %cz sin? @ e

Y5,2(6, ) = %@ sin® @ sin 3¢

Y52(0, ) = ? c3 sin? @ cos 6 sin 2¢

Y51 (6, 9) = \/% c3(5c0s?6 —1)sinfsing
Y2(0,9) = %(:3 (cos2 0 — %) cos 6
Y:(0,9) = \/:io c3(5c0s?6 —1)sinf cos @
Y2.(6,9) = g c3 sin? @ cos @ cos 2¢

Y3.(6,9) = %C3 sin 6 cos 3¢
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Relations avec les coordonnées cartésiennes

X .
Xr:?:smé’cosq)
Yy . .
Yy ===sinfsing
r

z
Z, =—=cosf
r

On pose p, = Cl
1

=p, Y1 xf = 300Yo — 5P2Y2 + p2Ys
Yr =DV VE =3poYo — Fp2Y2 — p2Y7
zr = p, Y7 z} =3poYo + Zp.Yy

Xy Vr = pZYZ_Z
VrZy = pZYZ_1
XpZy = pZYZ1

1
E(XE —er) = szzz
1
\/§<Z7% _E(xr +yr )) = pZYZO

Remarquer que pour les transitions quadrupolaires d’un seuil K, 1’orbitale Y(()) est en fait

inaccessible car €. k = 0.

Harmoniques cubiques

Les harmoniques cubiques sont les solutions du groupe du cube. Noter les relations :

_ 1 -2
XrYrZr [03Y

XY, =Y —ﬁ%Yf =Y .

R A Y Jrr%Y1

Xz, =Y, - = Y +ﬁcsz

A e A A (S A

_ -1 4 -1
_yrzr __EY INETS Y3

-xrzf:—éYll—ﬁ N
-xf——sicl - Y +\/—C}Yl
-y =Y, +[1 Yo Yy
Z?_i 10+ch3 30

Harmoniques cubiques
K3— - /Z(fxr%zr
K;? = /7/4(2xr 3%, (y2 + z2))

Kt = [72(297 = 3y, (x7 + 20))

N

K = 1—/:(er 3z,(x2 + y2))

K31 = /losxr(yr - Zr)
K32 = /losyr(zr - xr)
K33 = /loszr(xr rz)

Elles s’expriment en fonction des harmoniques réelles (ou tesserales) par les matrices :

0 0 1
Tztok,e=0) = (1) Tzroke=n =(1 0 0
0O 1 0
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—

— OO
S OO
O —HO

O O

0 0010
1 0 0 0 O

(= =N

|
K

TZtoK,({’

TZtoK,(t’

c 0 0 0 d
0 01 0 O
-d 0 0 0

0
0
0

c

o o

o o

cocooco® o
o voo%Ho
coocog o
OwoOo o

cooco o

:_100800

SO OO O
VO OO O

OO HO O O

=4.) =

TZtoK,({’
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Coefficients de Gaunt complexes

_ m* m, mi _
G = [y Y,y Mda =
Seuils K, L;, M1, N1, Oy
Dipole
Il mlomo im; Gaunt
1-1 1-1 282 =1
00 0282095 NI
101000 0.282095
111100 0.282095
Quadrupole
2222 00 0282095
2-1 2-1 00 0.282095
2020 00 0.282095
2121 00 0.282095
222200 0282095
Seuils L23, M23, N23
Dipole
1
00 10 10 0282095 =
Jar
o1 1. - 3.1
22 1-1 1-1 0309019 \/;/5
q01. _ 31
2-1 1-1 10 0218510 = 53—
i _ 1.1
20 1-1 11 0126157 = 3=
i i 31
2-1 10 1-1 0218510 =3
_ 1
201010 0252313 =
31
2110 11 0218510 =57
i 1 1
20 11 1-1 0126157 =3
A3 1
21 11 10 0218510 =57
_ 3.1
2211 11 0309019 \/;\/5
Quadrupole
3.3 22 1-1 0.319865 =1/%
T
3222 10 0184674 = /53—
T
_ 3
3.1 2-2 11 0.082589 —JW
32 2-1 1-1 0261169 = /==
14z

(20;+1)(204+1)

(20+1)4x

3-1 2-1 10
302-111
20 1-1
2010
2011
21 1-1
2110
21 11
22 1-1
2210
2211
1-1 2-1 10
102010

112110

Seuils Mys, Nys

Dipole

3-3 1-1 2-2
3-2 1-1 2-1
3-1 20
30 21
22
2-2
2-1
20

21

-11 -

0.233597

0.143048

0.202301

0.247767

0.202301

0.143048

0.233597

0.261169

0.082589

0.184674

0.319865

0.218510

0.252313

0.218510

0.319865

0.261169

0.202301

0.143048

0.082589

0.184674

0.233597

0.247767

0.233597

I I Il Il Il Il I Il Il Il I Il I
- ]

C(¢;ot;mmem)C(¢;£4£;000)

&
=)
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—_
)
N
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=]\
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&
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|
j=J =}
3
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Sle
N

&
[N
N

,_.
~
(=}
3

)
[o.2] (98]
*“

)
®fo
N‘

[\®)
Slw
S

—_
Sfw
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Slw
N
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®|o
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=
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—_
Slo
N
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Slw
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)
0w
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&
=
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_ [3 00 2-2 22 0282095 0.040000 ——
3210 22 0.184674 T T
00 20 20 0282095 0.040000
_ 3
3-1 11 2-2 0082589 = /756, 00 22 2-2 0282095 0.040000
9
30 11 2-1 0.143048 o
31 1120 0202301 = 701
T
321121 0261169 = %
T
33 11 22 031985 = %
T
- |3
1-1 10 2-1 0218510 =53~
101020 0252313 =.->
107
- |3
L1 1021 0218510 = /5
Quadrupole
Imlomo,lim; Gaunt (Gaunt/fac)>  fac

4-4 22 2-2 0337168 0.514286=18/35 —>

3J4x
0.238414 0.257143
0.156078 0.110204=27/245
0.090112 0.036735
0.040299 0.007347
0.238414 0.257143
0.254875 0.293878
0.220728 0.220408
0.161197 0.117551
0.090112 0.036735
0.156078 0.110204
0.220728 0.220408
0.241796 0.264490
0.220728 0.220408
0.156078 0.110204
0.090112 0.036735
0.161197 0.117551
0.220728 0.220408
0.254875 0.293878
0.238414 0.257143
0.040299 0.007347
0.090112 0.036735
0.156078 0.110204
0.238414 0.257143
0.337168 0.514286

0.220728 0.122449 |-

4r
0.090112 0.020408
0.090112 0.020408
0.180224 0.081633
0.090112 0.020408
0.090112 0.020408
0.220728 0.122449

N
o
1
S
1
_

1

[\
1

[\S]

o =
! 1
N2 9]
N - O

1
W
1
—_
1
[\

1
[\
1
—_
1
[
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Autre relation
m *
RN @)= Z( e @)
,m
Coefficient de Gaunt a 4 harmoniques :

m* m * m m _ m * m m m* my M
jvéll Y, Yﬁ33vg44dg—;(jvz33 Y2 dgj[mll Y, Y£44dg)
£,m

-13-



Les spectroscopies d’absorption X - Annexe

IV - Tenseurs atomiques en diffraction

_>
. . €% —>
Soit un repere N o
avec Oz selon le z|
vecteur |
diffraction _(5

Soient les vecteurs d’onde entrant et sortant (indices e et s) :

COS 0LCOS @ COS 0L.COS
k., =| —cosasing | k,=|—cosasing
—sina sin o

et les polarisations ¢ ou 7 :

sin @ sin oLcos ¢ —sinoL.cos @
ﬁG _ QT[ _ . . —»TE _ . .
€os =|COSQ | €, =| —sinasing | & =| sinasing
0 cosa cosa

I - Terme dipole-dipole

Agg =265 85Dgp D=D"+iD'
ap

1) Signal 6o

ASS =sin’ oD, +sin 20D}y + cos’ @D,y
A (p+m)=Ag (o)

+

Avec les tenseurs sphériques : Agq = % D) - L DI ——_—cos2¢ D35— #2 sin 2¢ D3

V3 J6 22 V2
2) Signal ot
ASF = Lsinasin2¢(D,, - Dy, )
dd =5sinosin2¢(Dyy — D,
— sin o(cos? ¢D,, — sin’ D,y ) +cosasingD,, +cosacosoD,,

Si plan de symétrie perpendiculaire a Oz : A (p+ )= AT (¢)

-14 -
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Si non magnétique :

Agl =+ sm osin 2(p(D — Dy )— sinocos 2D,y +cosasingD,, +cosocosD,,

2) Signal to

Agd = —5s1nasm2(p(D DXX)

+sin a(cos? oD, — sin’ @D,y ) +cosasingD,, +cosacosD,,

Si non magnétique :

Agd = —Esm o sin 2(p(D - Dy, )+ sinocos 2D, +cosasineD,, +cosacosgDy,

Si non magnétique : AT (p+n)=—-A%S ((P)

3) Signal i

ALY = - sin’a ( cos?@ Dxx + sin?@ Dyy - sin2¢ Dxy") + cos?a Dz
+ i sin2a ( cosq Dx/' - sing Dy/')

Si non magnétique : A7 (¢ + n) = AT (o)

11 - Terme dipo6le-quadrupole

o s* e
Adq =1 Zgaga'( a"laaa _k(x"l(xoux )

aava"
1) Signal co

TAGS = 2sin’g (i cosa (cos@ L' - Sing Lay' ) - sinot L")

+2 cos?@ (i cosa (cos Iyyx' - sing Iyyy' ) - sinat Iyy," )

- Y2 sin2¢ ( cosa cos (Ixyx — [*yxx) - cosa sing (Ixyy — [*yxy) - sinat (Ixyz + [*yxz) )
- %2 sin2@ ( cosa cos® (Iyxx — [*xyx) - cosal sing (Iyxy — [*xyy) - sina (Iyxz + [*xyz) )

TAGS = 2sin’@ (i cosal (cosp Luxx' - SinQ Lxxy' ) - sinat L' )

+2 cos?@ (i cosa (cos Iyyx' - sing Lyyy' ) - sinat Iyy," )
- 5in2¢ (i cosa cos@ (Ixyx + Iyxx') - i cosa sing (Ixyy' + Iyxy') - sinat (Ixyz" + Iyx5) )

%Agg = 2 sinat ( - sin?@ Ixx - cos?@ Iy - Y5 sin2¢ (I + Iyxs") )

+2 i cosa ( sin’p cos (Ixx' - Ixyy') - cos?@ sing (Iyyy' - Iyxx) - sing Ixxy' + cos@ Iyyx')

Sinon magnétique :  Agy (p+m)= Adq (o)

-15 -
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En absorption, k® =k°®:

LAGS = 2 sin’g (i cosa (cos@ L' - Sing Ly’ ) - i sinat T )
+2 cos? (i coso (cosp Iyyx' - sing Iyyy' ) - i sinat Iy )
- %5 sin2¢@ ( cosa cos@ (Ixyx — [*yxx) - cosa sing (Ixyy — [¥yxy) - sinat (Ixyz - [Fyxz) )
- Y2 sin2@ ( cosa cos® (Iyxx — [*xyx) - cosa sing (Iyxy — [*xyy) - sina (Iyxz - [¥xyz) )

%Agg = 2 i sina ( - sin?@ Ixx - cos?Q Iy - ¥ sin2¢ (Ixy7 + Iyx7') )

+2 i cosa ( sin’g cos (Ixx' - Ixyy') - cos?@ sing (Iyyy' - Iyxx)) - sing Ixxy' + cos@ Iyyx')

De la formule au dessus, on voit qu’en absorption rectiligne, on ne peut sonder en dipdle-
quadrupole que les composantes magnétiques.

2) Signal ort

%Agg = -sin2¢ sina (i coso ( cos@ Ixxx - sing Ixxy' ) - sino L )

+ sin2¢ sino (i cosal ( cos@ Iyyx!' - sing Iyyy' ) - sinot Iy )

- sin?@ sina. ( cosa ( cos@ (Ixyx — I*yxx) - Sin@ (Luyy — [*yxy) ) - sinat (Iuyz + 1*yxz) )
+ cos?o sina ( cosal ( cos (Iyxx — I*xyx) - sing (Iyxy — [*xyy) ) - sina (Iyxz + *xyz2) )
- sing cosa ( cosa ( coSP (Ixzx — [*2xx) - sINQ (Ixzy — [*zxy) ) - sina (Ixzz + [*2xz) )
+ cos cosa ( cosa ( cos® (Iyzx — [*zyx) - sing (Iyzy — [*zyy) ) - sinat (Iyzz + [*2y2) )

LA = Yaisin2¢ sin2o ( cos® (Txod - Iyyx!) - 8ing (Inxy' - Iyyy') )
+ 151 cos2¢ sin2a. ( cos@ (Iyx' + Iyxx) - sing (Ixyy' — Iyxy)) )
+1 sino (Ixyz + Iyx)

- Y2 sin2a (cos@ (Ixyx" — Iyxx") - sin@ (Ixyy" — Iyxy") )
- c0s2¢ sin®a (Ixy" + Iyxs)

- sin2¢ sin’a. (Iu' - Iyy2)

+ 15 s8in2 cos?ol (Ixzx — Lyzy + T*zyy — I*2xx)

- sin®@ cos?al (Ixzy — [*2xy)

+ cos?@ cos?ol (Iyzx — I*2yx)

- Y sing sin2at (Ixzz + [*2xz)

+ 2 cos@ sin2a (Iyzz + [*zyz)

III- Cas du dipole magnétique
On part de I’expression de Hannon-Trammel du facteur de forme:
fe1E1 = & Eife — & X €. 2f + £5.28. 2,
ou Z est un axe pa}r\ticul}i\er ﬂui iians la suite sera pris selon 1’axe magnétique. On prend comme
base le systeme: (k; X Q, k;, Q).

s =Eixa
£, =sinfk; +cos6Q

3

&, = —sin@k; + cos6 Q

-16-



Les spectroscopies d’absorption X - Annexe

= —cosOk; +sind Q

X
X = —sin20k; X Q

E5 X &g
&7 X &,
Avec maintenant I’axe du moment magnétique m comme référence le dipole magnétique se
réduit a :

— * S
fElEl,m = —& X si-mfm

Pour les polarisations linéaires, on a donc :

fE1E1moms = (sin 6 Q +cos 6 ki). mf,,
fElEl,m,nins = —sin2 0 k; X Q’ﬁlfm
fe1ELmmio, = (— cosO k; +sinf Q). mf,,

Et pour les polarisations incidentes circulaires (droite +, gauche -) :

feibimenm, = \/%(sin 0 Q +cos O k; Fisin20 k; x Q). mf,
fe1ELmcios = ié(— cos @ ’lEl- + sin @ @) mf,
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Les spectroscopies d’absorption X - Annexe

V - Tenseurs et orbitales sondées

Etats de ceeurs :

ZGGYmg+2 by,

Seu11K:€:O,J+=£+%=y,k=O: | 5= 15) = Y01y,
\%,%:Yé’x/

Seuil Li: £=1,1_=(= =1 k=1 |5-1)=—2¥"y, + [1¥'r_,,
4000 =3 + iy,

Seuil Lin: £=1,J, =0+ ),=3,k=2 |%-%)=Y"x_y
)= 3y B
7.8 =300y + vy
‘%a%>:Y11X%

Opérateurs
Xr=_c_11Y1 yr=—c—11§({1 zr:éYlo c| ==

SA(fm (avec chapeau) désigne les harmoniques réelles

Tenseurs

nga = <f|ra|g> Z( fg(x fga') N = ng:g(ex D(X(x
ao'

f.g

Etats finaux

. o = _ f h
Avec spin-orbite : f =0 _Zaz,m%—s,szbfmwt GS(V)Y Ao
(e}

/ms

Sans spin-orbite : f=0; = Zazm’cgf MY %o

/mc

1) Situation sans spin-orbite

ngcx =\/E<Zaémcb€ (r)Yf XG

/mo

~ ~ 1_
=\/%z<z a7 \(—omvlm\mv,z‘g*z >Rx
c \/m c

gYe, st b(r)xc>

D, mg \/E <aooYo - f ay , (Y22 -Y;? )— f ay (Yzl +Y5! )+ asyYy + ﬁ ag, (Yzl -Y;"! )

21 m
+5a% (\(22 +Y57 1\({”0 0 >xo
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Matrices de base

Dijtio = \/%<¢%a§2Y22 +%a§2Y22 ‘YII‘YII >Xc = \/477(”_L ﬁa;’,z +fa§2 3 \/;7[
Do = \f( iay , +azz)
Do = f(iag—z + agz)

Di-16=D16 = \/%<380Y00 + agoYzo‘?ll‘Yl_l >Xc = \/E( Tan ch) +%ﬁa§0)
Di-16 =Doi16 = (Iazo \/7300

Dooo = \/7 <aooYo +a3Y; ‘Yl ‘Yl \/E (ﬁ gy + = azo
Doos = f(\/;azo +\/;aoo)

_ _an/] i a0 vE L 1 qovHNH|VON,  _ Jax| i 1
Di106 = Doz = T“<—ﬁa21Y2 tsanYy Vi |Yi >Xc— Tn(—ﬁazliﬁazl

gl

= 1 inO c
Dil,O,G - DO,il,G = ﬁ(_ la, | £ a21)

Eléments par états initiaux

Seuil L,

D g =0)=1% 1) = —3¥ 0y, + 10,
D)= 3530y 1y =011y )5 Py D)
:ﬁ(ﬁ(ﬁao \/7a00) (|a22+agz))_ﬁﬁa2¢1
~ (e, -ad, -af, - [Fa -ial o)
DAI%—%HDMDH;) R CCTEELENeY
el fEd) (.a22+a;2))+ﬁ(_ia;_l)
_ﬁ(ag vad, il aly +ad -y fTal )

gDO’O’_é:—\/gﬁ(—iag_l a21) (\/7320+\/7300)

! ¢-¢)

_1 N 5,12
Dy (1) =153 azo +a22 +a2 2~ Iazoazz +a21 +3 Q00 2\/7300([ ax — azz»

) 2 12 T )
Dyy (1)= 15(3320 +a)] +a)%, +(a20322 +ay5 +38) - 2\/;aoo(fazo +azz»

%) T2 T2, 5,42 4I
azo +ay +ay) +38ap0 t—3— aooazo
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Les spectroscopies d’absorption X - Annexe

T o7 12
ny(l) (( axo8y-2 — a21a2 1~ 2\/730032 2~ (;azo —azz az 2t Sa00 2( aooazo»

12 12 2 5,12 zf
15(35‘20 +azz Tt a21+ a21+ oo —

aooazo
12 T2 12 12
+%a21 +%a2_1 +%azo +5aoo +2I aooazo
2 9=02)=|1.})= \/7Y1X/ \/7Y1X/
_ 1 [1 1 [2
D, (2)= f\/;(Dl,Oé B D—1,o,;j_f ?(Dl,l,—é - D—l,l,—é)
_LLLT_L(L(_i ¢) 1L¢_5~L))
—\5\/;\@321 @ﬁ 1822 + 82 |~ 5\ 75220 ~4/3%00

\2 \2 J
_%(fazo an — a21 \/7aoo+'az 2)

Dy(2)=—%\/g(DLOI+DIO ) f\f( 1 1+D_11 lj
=—%\E% a21+\f(\f |a2 2+azz ((fazo \/7300

) \ \ \ \
= ﬁ(— atar,+ I(«f ayo taxn — \/;aoo ))

Dz(2)=—@DO,0%+\/§ 011 = \/7(( a20+\/7a00) \/g%( |a2¢1+a2¢1)

) 1 Tl
=ﬁ —%azo +tay = \/;aoo - |a2_1)

2 2 2 P 12 12 1 { 1
Dyx(2) = %(%azo tay +taH - f a3 + a1 +3 a0 —2\@300 (ﬁazo —ay »

2 42, 2 14 12 12 N { 1
Dyy (2)= % %azo tay ta +t 7 f ay)ay, +as +3 3800 ~ 2\/§aoo (%azo +axp »

T2 2, o2 12
D,(2)= %(4 8y +ay +ay; +3 3800 T3~ I aooazo)

4 ) 2 12 2 2
ny(z):%(\f ax082-2 +a21a2 1~ 2\/730032 2t '(3 ay, —ay —ay, +3 3800 ——f aooazo»
\ ) ) J
15(3320 +azz ;+ayh +4 a212 +t3 a221 +53002 —2I aooazo

2 2 2. T2 5.2 f

+5 a21 +5 a2 1 t530 t580 +73~ aooazo

DT(LZ)_ISZ(a‘ZO +a22 +a‘2 2+a‘21 +a21+ aOO)

o
_ 1 2 A0 A0 [N e) 5,0 A0
Dyy ('—2 ) = EZfazan—z +20a18;_ — 2\/;5‘0032—2
(¢}

2f

(1 ,02 c2 c2 5,02
—20'(3320 —a —a; t3d9 — aooazo)
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Seuil L3

3)9=0B)=%-%)=Y"1_y
D, (3 =—f(D1,_1,_1 -D _1)=——(—(f ax — (aoo)—ﬁ('az 2 +a2¢2))

2 L)

)
Dx@kﬁ(‘ﬁ%ﬁ) +a2¢2 + iazL 2 +\/ano)
)

N 1_) (Iazo \/7a00 %(la2 2+a22))

2 2, 2 { 12
w(3)= %(;azo tay tars - Iazoazz + 5a00 2\/7300( azo ax »

I 12 N 2 2
yy(3 10(3a20 +azz +a2 2 +\2fazoazz +5a00 2 5300%320 +azz»
\ 2
(3 =%(3212 +a2_21)

1 14 : 2 2, 2 12
Xy (3)= %(% azoaz—z - 2\/E30032—2 + '(— Ja5) Ay tays, -3 3800 t73~ Z\F aooazo »

J J i N NN I .4 VN
en (+1 : Dy, (3):%(%320 ay Ry~ 085 1 + '(( 8081 —aa; _a2—2a21»

{ 1LY I 4 {4 L4 I 4
=%((—%a —axp Ry tayrdy l(ﬁ aypdy| +ayay; +ay ,ay ))

D; (3)= Ls(afoz +3a32 +3a)2, +5a02 +3 azﬂz +3 ajzl 2\/_a00a20)

0 === i
Dx(4)=—L\/g Dl,—lé -1, 1;) \/’\/7( 10-1 7 _H_;)
(ﬁ%a% —\Eago )—ﬁ(iag_z + asz ))_ﬁﬁail

TR R ?
=ﬁ(—ﬁazo +ayy —2ay; +lay +\/§aoo)

DZ(4) \/%D() 11 + 3D()0 1 \/7\/7( Ia21 gl +\/§ﬁ( %a%0+\/§ag0)
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Dxx(4)=%( azTo2 +aszz +aszz fagoagz +4a21 +Sago2 2\/73 ( azo azz))

Dyy (4)= 30 (3 ay + a22 + ag L Nl azToasz +432¢ 4 +3 agoz 2\/;300 (ﬁ azTo + asz »

D, (4)= % a;z +azTZl +18 a% +2 aoo +=- 16[ aooazo)

ny(4) %( azoaz 2 —2 a00a2 2~ 4612132¢ 1 +'( azTo2 +aszz +azT22 aoo + faooazo»

T, T2, T2 {2 {2 T2
DT (4) LS(} dry +ayy +aryH + 23. + 2a2 1T % 2 aOO \/7 aooazo)

12 T2, 8,32 10432 8(
+15(23~21 +5 az 1 t380 t3 800 +—3 aooazo

Vi Dot —lojf[( “1_‘“ lj
:ﬁ(ﬁa% a%z+2ale+'azz \/7300)
Dy(S)Z%\/g(Dl,o; ) I(( Ll— 1+D i)
B O I R e
1

T ! ; \ \
= ﬁ(zaz—l +ay )+ '%azo +ay; =430 ))

D,(5)= \/gD 01+\/; 011 f[((a20+(a00) \/g%( |a2¢1+a2¢1)

1 ) Ty
=;(321+ aoo+\fazo |a2—1)

V2 o od2 o2 Vo 532
8y tay +axy) — Iazoazz +4a21 +3800 2\/7 aoo([ 8z — azz»

12 14 T2, 5.42 1 !
- 30(3&20 +a22 tay + = f aydy +4ay; +3a5) —2 gaoo —3a20 +ay,
12 12 16 ™ 20 16\/7
7z (5) (aZI + a2 1 + 5 azo + == aOO +—a00a20

_ 1|2 ; z( a4
xy(s)__o(Tazoaz 2 2\/73-003-2 2 +4a21a2 1 ( azo +3-22 +az 2 __aoo +5= a a ))

=
<
—~
(V)]
N—" \/
S |_‘
—

12 T2 542 2[

+2a2 1+ aoo

2 42 2
Dr (5)= %(%azo +tay +ays +23y aooazo)

1 2 12,812 10,12 Sf
E( )y +3 az 1 t380 T3 80 3~ aooazo

6) g =(6)=‘%’%>=Y11X%
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Dx(6) —ﬁ D11;_D—111):_f(ﬁ( 'aszJfasz) ( azo \/7300))
D, (6)= ﬁ%ago azz +'azz \/7300)

Dy(6):ﬁ(D“é+ j f(«f |a22+a22 I(«fam \/7a00
Dy(6)—ﬁ(ag2+|kf a20+a22 ago»

DZ(6):D01é:m( ia,_ 1+a§1)

N T2 ) 1) )
XX (6) 10 azo + azz + a2 2~ ( 8508 +3 3800 — 2\@300 (ﬁ dyo —ap »

o7 T ) T 1)
yy 6)=15 20 + azz + az 2t \zf 83082 +3 3800 ~ Z\ano (ﬁ dyo +axn »

S
Ac—\c—\
QJ

_ 2 5 ; 2, ., zf
Xy (6) =10 (ﬁ Ay — 2\/;6‘0032—2 - '(— dyo taxn tars ——aoo +3- aooazo

Dy (6)= %(agg +3a02 +3a)2 +5a02 + 3 asz +3 agzl —2\/_a00a20)

4 c2 c2 c2 c2 c2 5,02
Dy ('—3 ) = EZ(azo +as tay; tax +ax +538y )
(e}

— 1 4
ny (L3 ) - EZ (ﬁ a;oag—z + 40&;1 a;—l - 4\/§a(?0 ag—z)
o

(1 402 o2 o2 502 25 nC AO
+ 20'(? ay,y, —8y —a,,; t338y — Taooam)
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Tenseurs sphériques
Seuil L;
2 7 5,12
ay; +azz +a2 275320822 +azl +3800 —2\/7 aoo(«f azz))

Dy (1) (3

) 12 2 1) )
Dyy(1)= 15(3320 +a22 +a2 2 +Iazoazz +ay” 1+5a00 2\/;aoo(fazo +azz»
D (
D

12 (W) T2, 5,32 4(
Ay tay ta +3 aoo +=" aooazo

TT {4 5T22f

082-2 821821 — aooaz 2~ (3320 —azz az 2 T3800 aooazo»

u)
QD
[\

12 4 12
Dy (2)= %(;azo +azz tays -~ }azoazz +a21 + Sa00 2\/7300( azo axn »
2 12 14 12 12
Dyy(2)=%-( ay +ay; +ay> +Iazoazz +ay” 1+5a00 2\/7300( azo +a22»
T2, a2, o2 ™ 4
Dzz(2):% 4320 +ay +ax- 1+Saoo + Iaooazo)

12 12 T2 5,42 2I
1(2)= 15(3320 +azz +ay5 +3ay) Fyar +3ag) - aooazo

1¢21¢22T25T22I
+5ay t5a5 +5a8y) t¢dp) 3 aooazo

O

.4 0 2 2 2 2
ny(z) 15([32032 2+a21a21 2\/730032 2+'(3a20 —ax —ay- 2+5a00 Iaooazo))

5432
L,) 152(320 +ag; +ash +as) +agy +3 a00)

_ 1 2 A0 A0 G 40 5,0 A0
Dyy (Ly)= EZ—\@ axody_p +20a318; 1 —24/38008 2
5,02 2f
+20'(3320 -a3y —agh +3a5 - aooa20)

Cas non magnétique : D, (L,)= EZ %azoaz_z — 2\/;a80a§_2)
(¢
Seuil L3

N 12
Dy(3) = 10(3a20 +322 +a2 2~ \zfazoazz +380 —243 aoo( azo azz))
Py(3)= 10(3a20 vard var’ ¢ J5 2082 +3 200 ~2 ano%azo +azz»

Dz (3) = L()(aile + azizl)

1R R ) N T2
Dxx(4)= ( ay) taxy tay, - fazoazz +4azl +5aoo 2\/7300( azo azz))
12 T 7 \%) 12 ) )
D 4 = 30 (3 a20 +a22 +a2 2 + = \/7 azoazz +4a2 1 + = S a()o 2\/;8.00(%6120 +a22 ))
2 12 12
D, (4)=%(azl +tay g +3 Dayy +3 a00 T3 16I aooazo)
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2) Situation avec spin-orbite

Dige =+ 4&(D al b° (r)Y m%_cx
fga 3 rm+l-ss (mil-cs ‘ G
(e}

/ms

- - 1
:\/4312<Z affchem‘(_l)mYlm‘ZGngzg+2 G>chXc
c \/m c

m
Ylg>

COPREaR b
(e}

Mo
Yl

1
f —c m+li-c
D ==Y a b ry, 2
My Mg .0 3 Z ﬂ,m+%—s,s /i,m+%—c,s( ) ¢
(e}

/ms
Matrices de base
P

_ [an/ ;7 2h 1y 1\ _ [4myT 3 1 _
Dy =v% <azz,§Y2 ‘Yl ‘Yl >_ 3na22,;\/:\/§ - Sazz,%
_ [an/[ 4¥ \ 2 1‘ 1> _ [2f 4Y \
D1,1,—% —\73 <(az1,; +a22,—;)Y2 ‘Yl Yi x-y _\/;(azl,; +a22,—%
_ fan /| A7 0 -2 —1‘ —1>_ (A7 0
D—1,—1,% =/ 3 <(a2_Zé +a2_1’_;jY2 ‘Yl Y, )= S(az_z,; +a2_1’_%

_ [a { 2l -1y -1 2.4
D1y = Tn<a22,;Y2 ‘Yl ‘Yl >X‘% V5%

4n| T T 1 4, 1 _ 2 (4T T 1T
3(a +a,2]\/§+ 3ao()é\m_\ﬁ(a +a’2j+ 2.
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Eléments par états initiaux

Seuil L,

D g=0)=] Y1) =200, + 30,
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VI — Matrices du dipole magnétique

(7'0: m, O-|Lx + 25x|€g' my, 09) = ((p_gm,mg—l + p+6m,mg+1) 6a,o'g + é‘m,mg(srr,—rrg) 6{’,€g

St -

1 o .
=(emolLy +25,|65,mg, o) = 1((p Smmg—1 = P Ommge1) So0y + Zag5m,mgaa,_ag) Ste,

S

(6m,a|L, +2S,]6,mg,04) = (Mg + 20 4)86,5,6mm,00e,

avee : p* =1 [¢4(¢g +1) = mg(mg +1) et p~ =2 [£,(¢; +1) —my(my 1)

£=1
%(m,a|Lx + 25, my, a,)
g\ 1, % 0, % 1, % 1,-% 0, % 1,- %
1, % 172 1
0, Y 1/v2 1/V2 1
1, % 1/J§ 1
1,-% 1 172
0,-% 1 1/\2 1/V2
1-% 1 182
1
ﬁ(m'UU'y + 25y|mg'ag)
g\ -1, % 0, ' 1, % -1, -% 0,- % 1,- %
-1, % —i/N2 1
0, % i/\2 —i/\N2 i
1, % ' i/\2 i
-1,-% - ‘ —i/\2
0-% i i/v2 ~i/V2
1,- % -1 i/N2
1
H(m,a|LZ + ZSZ|mg,0g)
g\ -1, % 0, % 1, % -1, -% 0,- % 1,-%
-1, %
0, ' 1
1, % 2
-1, -% -2
0,- % -1
1,-%
11 11 _11 _11
M,, = T(z)(z) + ZTﬁ — 21_21_21 - TOS z
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VII - Programmes mono-¢lectroniques

Actuellement un certain nombre de logiciels permettent de simuler les spectres
d’absorption X. Ici, on en donne une liste non exhaustive. Certains sont directement
accessibles par le web. Auparavant, il convient de citer les premiers auteurs qui ont ceuvré a la
mise en place des théories nécessaires, en particulier Dan Dill et J. L. Dehmer (1974),
P. A. Lee et J. Pendry (1975), L.F. Mattheis et R.E. Dietz (1980) et enfin C. R. Natoli (1980).
Ce dernier a particulierement développé la diffusion multiple appliquée a 1’absorption X. La
plupart des programmes existant sur le marché utilisant cette théorie lui doivent beaucoup.

Nom Auteur Méthode Périodi Cluster MT FP SC Fit Rel
que F ax
CONTINUUM Natoli MST X X
MXAN Benfatto MST X X X
maurizio.benfatto@Inf.infn.it
Feff Rehr, MST X X X
leonardo.phys.washington.edu/ Ankudinov
feff/
StoBe Hermann & LCAO X X X X
http://W3.I'Z- Pettersson
berlin.mpg.de/~hermann/StoBe/
FDMNES Joly & MST X X X X
www.neel.cnrs.fr/fdmnes Bunau FDM
XSpectra / Quantum- Cabaret Pseudo- X X X X
Espresso pot.
www-ext.impmc.jussieu. fr/ + ondes
~cabaret/xanes.html
planes
PY-LMTO Antonov et X X X X
yaresko@mpipks-dresden.mpg.de al.
WIEN2k Blahaetal. LAPW X X X X
www.wien2k.at
Munich SPRKKR Ebert et al. KKR

http://olymp.cup.uni-
muenchen.de/ak/ebert/SPRKKR/

Noter aussi les programmes utilisant le développement en chemins, plus rapides, non
adaptés aux basses énergies mais spécialement congus pour 1’optimisation de parameétres
géométriques :

Nom Auteur Méthode Pério Cluster MT FP SC Fit Relax
dique F
IFEFfit Newville MST X X X
cars9.uchicago.edu/ifeffit/
GNXAS Di Cicco MST X X X

http://gnxas.unicam.it/

MT : Potentiel muffin-tin FP: Potentiel de forme libre

SCF : Calculs self-consistants Cluster : Calculs de type agrégat
Périodique :  Calculs en utilisant les conditions périodiques

Fit : Permet I’optimisation de certains parameétres par comparaison a 1’expérience
Relax : Optimisation des paramétres géométriques par minimisation de 1’énergie
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VIII - Constantes physiques

Voir réf. !

Charge élémentaire e 1,602 176 6208(98) x 10'° C

Vitesse de la lumiere c 299 792 458 m/s (exacte)

Masse de 1’électron au repos | Me 9,109 383 56(11) x 10! kg

Masse du proton au repos Mp 1,672 621 898(21) x 10* kg

Unité de masse atomique %m(lzc) 1,660 539 040(20) x 10" kg

Constante de Planck _h 1,054 571 800(13) x 1034 J.s

réduite h = o

Magnéton de Bohr eh 9,274 009 68(20) x 102* A.m?
Hp = 2m,

Perméabilité magnétique du
vide

Uo = 4m X 1077 H/m

1,256 637... x 10° H/m

Constante de structure fine e? 0,007 297 352 5664(17)
a= 2hce, =1/137,035999 139(31)
Rayon de Bohr h?g, h? 2me, | 0,529 177 210 67(12) x 101 m

aAn = =
" me?m,  2m, e?

Energie associée a la
constante de Rydberg

1 2,2
Re = Smecta /e

13,605 693 009(84) eV

2

Rayon de I’électron e " 2,817 940 322 7(19) x 10" m
Ty = ————— = a’a
4megm,C
Permittivité du vide 107 8,854 187 817... x 1072 F/m
€0 = 2 (exacte)
Nombre d’Avogadro N, 6,022 140 857(74) x 103
Constante de gaz molaire R 8,314 4621(75) C/mol
Constante de Boltzmann k=R/N, 1,380 648 52(79) x 102 J/K

7 =3,141 592 653 589 793 238 462 643 383 279 502 884 197 ...

! Peter J. Mohr, Barry N. Taylor, and David B. Newell
CODATA Recommended Values of the Fundamental Physical Constants: 2010, 2014, 2018
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Relations énergie — longueur d’onde pour les ondes électromagnétiques

avee |

E = 7 = th,

kua :%(X,ER ,
4n 1

Mg =——,
(08 ER

So4Ra 1 1,239842.10°°
a EeV EeV ’

E, Er et Eev énergies respectivement en Joule, Rydberg, et électronvolt.
A et Aua les longueurs d’onde en métre et unité atomique.

Relations énergie — longueur d’onde pour les électrons

hZ
E = k?
2m,
Egr = kiq
h
A=

1= 12,264259 x 10710

V EeV
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