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1 Einleitung

Viele Prozesse in den Naturwissenschaften, wie Biologie, Chemie und Physik, aber auch
der Medizin und Wirtschaft lassen sich auf partielle Differentialgleichungen zuriickfiihren.
Das Losen solcher Gleichungen ist allerdings nicht immer moglich, oder aufwendig.
Eine partielle Differentialgleichung, die vor allem in der Physik hdufige Verwendung
findet, ist die Poisson-Gleichung. Sie stellt eine elliptische partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung dar. So genitigt beispielsweise das elektrostatische Potential u zu gege-
bener Ladungsdichte f, oder das Gravitationspotential u zu gegebener Massendichte f
dieser Gleichung. Wie man sieht, hingt diese Gleichung mit ganz elementaren Dingen
unseres Lebens zusammen.

Methoden aus der numerischen Mathematik ermdoglichen das Losen von partiellen
Differentialgleichungen mittels computerbasierten Algorithmen. Es wird jedoch nicht
die Losung direkt bestimmt, sondern versucht eine moglichst exakte Approximation der
Losung zu erhalten. Dabei ist es wichtig, dass der zugrunde liegende Algorithmus effizient,
also durch Stabilitdt und geringem Rechenaufwand gekennzeichnet ist.

Unser Ziel ist es nun, solche Algorithmen herzuleiten und in Programmiercode umzu-
setzen, damit wir die oben genannte Poisson Gleichung im zweidimensionalen Raum
16sen konnen. Bevor man die Losung einer partiellen Differentialgleichung berechnen
kann, versucht man zunéchst die Gleichung auf ein lineares Gleichungssystem Au = f zu-
riickzufiihren. Eine der zentralen Methoden der Numerik sind Finite-Differenzen. Hierbei
diskretisiert man das Gebiet, auf dem die partielle Differentialgleichung definiert ist und
kann dann die Gleichung auf ein lineares Gleichungssystem der Form Au = f bringen.
Da es eine Reihe von Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen gibt, stellt
sich natiirlich die Frage, welche die effizienteste fiir die gegebene Problemstellung ist. Eine
Moglichkeit, ein solches Gleichungssystem zu 16sen, sind iterative Verfahren. Sie zeichnen
sich dadurch aus, dass sie die approximierte Losung schrittweise ndhern. Dabei werden
pro Iterationsschritt nur endlich viele Rechenoperationen benétigt. Beispiele, die in dieser

Arbeit diskutiert werden, sind das Jacobi-Verfahren oder das Verfahren der konjugierten



1 Einleitung

Gradienten. Letzteres liefert ein grofiartiges Werkzeug, um eine Losung innerhalb weniger
Iterationsschritte zu berechnen.

Wie wir sehen werden, ist das Jacobi-Verfahren zwar ein iteratives Verfahren, jedoch als
solches ungeeignet. Durch eine Modifikation erhalten wir das Jacobi-Relaxationsverfahren,
welches ebenfalls nicht als ein iteratives Verfahren geeignet ist, allerdings die sogenannte
Glattungseigenschaft besitzt. Diese Eigenschaft findet ihre Anwendung in den
Mehrgittermethoden, die sich durch schnelle Konvergenz und geringe Rechenzeit aus-
zeichnen. Gerade fiir die Poisson-Gleichung liefern die Mehrgittermethoden innerhalb
weniger Sekunden eine sehr gute Approximation der Losung.

Um einen Vergleich dieser Verfahren zu erhalten, wollen wir zum Abschluss dieser Arbeit
die vorgestellten Algorithmen auf ein Beispiel anwenden. Dabei betrachten wir, basierend
auf einem selbst entwickelten C++-Algorithmus, die Iterationsschritte fiir die iterativen
Verfahren und die Anzahl der Zyklen bei den Mehrgittermethoden. Zusétzlich soll uns die
Rechenzeit als Referenz beim Vergleich der Verfahren dienen und uns deutliche Unterschie-
de erkennen lassen. So werden wir sehen, dass speziell fiir die Poisson Gleichung die Mehr-
gittermethoden die effizientesten Algorithmen darstellen.



2 Diskretisierung der

Poisson-Gleichung im RR?

2.1 Definition (Poisson-Gleichung)

Sei QO = (0,1) x (0,1) € R? ein beschranktes, offenes Gebiet. Gesucht wird eine Funktion
u(x,y), die das Randwertproblem

—Au(x,y) = f(x,y)inQ, (2.1)
u(x,y) = g(x,y)aufoQ (2.2)

16st. Dabei seien f : (2 — R und g : 02 — R stetige Funktionen und es bezeichnet

2
A=Y % den Laplace-Operator. Fiir die Poisson-Gleichung im R? gilt dann:

2 2
“Au(xy) = — (a ”;(;'y) 49 ”g(y’;’y)> — f(x,y)in Q, 2.3)
u(x,y) = g(x,y)aufoQ. (2.4)

\Gleichung 2.2|bzw. Gleichung 2.4/ nennt man Dirichlet-Randbedingung.

Beachte: 9,.u(x,y) = % und dyu(x,y) = 24,

Um diese (elliptische) partielle Differentialgleichung nun in () zu diskretisieren, bedarf es
der Hilfe der Finiten-Differenzen-Methode.



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?
2.2 Finite-Differenzen-Methode und Diskretisierung von ()

Zunidchst wollen wir den zentralen Differenzenquotienten (zweiter Ordnung) einfiihren,
Mithilfe dessen wir bei der Diskretisierung eine Matrix A erhalten werden. Diese wollen

wir auf ihre Eigenschaften untersuchen.

2.2.1 Zentraler Differenzenquotient zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt folgen wir [ALO02, S. 18-19].
Wir betrachten ein (x,y) € Q beliebig. Dann gilt fiir u(x,y) mit & > 0 und der Taylorfor-
mel

h? h3 h*
u(x+h,y) =u(x,y) + hoxu(x,y) + Eaxxu(x,y) + gaxxxu(x,y) + Iaxxxxu(é‘,y), (2.5)

h? w3 ht
u(x —h,y) =u(x,y) —hoxu(x,y) + Eaxxu(x,y) — aaxxxu(x,y) + Iamxu(gy), (2.6)
wobei ¢ und { jeweils unbekannte Zwischenstellen zwischen x und x £ h sind. Addieren

wir beide Gleichungen und teilen durch /2, so ergibt dies:

u(x —h,y) —2u(x,y) +u(x+h,y)

dxxtt(x,y) +O(KH*) = m : 2.7)
Analog kénnen wir fiir u(x,y + h) und u(x, y — h) vorgehen und erhalten:
u(x,y—nh)—2u(x,y)+ulx,y+h

ayyu(x’y) + O(l’lz) — ( ¥ ) ( ]/) ( Y ) (2.8)

h? '
Diese Ndherungen nennt man den zentralen Differenzenquotienten der zweiten Ablei-
tung. O(h?) ist ein Term zweiter Ordnung und wird vernachlassigt.

Somit erhalten wir fiir —Au(x,y) die Ndherung

u(x = hyy) — u(x -+ hyy) +4uloy) —u(vy —h) —u(xy+h)

— Bulx,y) = 2

(2.9)
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2.2.2 Diskretisierung von ()

Mit einem zweidimensionalen Gitter, der Gitterweite h, wobei h € Q mit h = % und
m € Nx,, wird nun das Gebiet () diskretisiert. Die Zahl N = (m — 1) gibt an, wie viele
innere Gitterpunkte es jeweils in x- bzw. y-Richtung gibt.

Die folgenden Aussagen sind weitestgehend in [DRO08) S. 470-472] wieder zu finden.

Firi,j=1,.., N fassen wir u(x, y) auf als:

u(xi,y;) = u(ih, jh). (2.10)

() schreiben wir als (), so dass gilt:

Oy, = {(ih, j)|1 < i,j < N}. (2.11)

(x,y+h)

(X,Y)
(X_hIY). ‘ '(X+hIY)

(x,y-h)

Abbildung 2.1: 5-Punkt-Differenzenstern im Gitter, wobei fiir alle 1 < 7,j < N jeder
Punkt (x,y) € Q, genau vier Nachbarn in (), besitzt.

Mit |Gleichung 2.9 fassen wir Au(x,y) = Aju(x,y) fir alle (x,y) € Qy, in diskretisierter

Form auf als:

_ A, y) = u(x —h,y) —u(x+h,y) —|—4u(hx2,y) —u(x,y—h) —u(x,y—i—h). (2.12)
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Man stellt Aju(x, y) auch als 5-Punkt-Differenzenstern (Abbildung 2.1) in der Form

-1
1
Ml =5 | -1 4 1| L Eeqy, (2.13)
1 :
dar.
13 14 15 16

10 11 1z

L
000
@
000
-l
000
o
000

Abbildung 2.2: Nummerierung der Punkte von Q) = (0,1)? mit m = 5. In x- bzw.
y-Richtung gibt es jeweils N = 4 Punkte.

Es werden nun alle Gitterpunkte des Gitters fortlaufend von links unten nach rechts
oben (Abbildung 2.2) nummeriert (Lexikographische Nummerierung). Stellt man nun
Gleichung 2.12|fiir jeden Punkt auf, so fiihrt dies auf eine N? x N2-Matrix, in der die

Koeffizienten der Gleichung abgespeichert werden. Die vierfache Gewichtung der Funk-

tion u(x, y) steht in der Diagonale. Der linke bzw. der rechte Nachbar im Gitter sind auf
der unteren bzw. oberen Nebendiagonalen zu finden, so fern der Nachbar in (), liegt. Die
oberen bzw. unteren Nachbarn, falls diese in (), liegen, werden jeweils auf der N — ten
Nebendiagonalen der Matrix gespeichert.
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, (2.14)

_Id An

wobei Id € RN*N die Identitit meint und fiirallei = 0, .., N gilt:

4 -1
1 4 -1
1 4 -1
A= , (2.15)
1 4 -1
1 4 -1

A; € RNXN,

Nun wissen wir, wie —Auy, in Matrixform aussieht. Man nennt eine Matrix bei der viele
Eintrage gleich Null sind dinn besetzt oder sparse. Die rechte Seite f der partiellen
Differentialgleichung kann nun ebenfalls in diskretisierter Form f; geschrieben wer-
den. Zu jeder Komponente von f;, die einen Randpunkt als Nachbarn hat, wird die-
ser dazu addiert. Hat eine Komponente von f;, zwei Nachbarn auf 0();, werden beide

addiert. Dies fiihrt uns auf folgende rechte Seite, wobei wir diese nun als f auffassen

wollen:
fi
=7, (2.16)
i
wobei gilt
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f(h, 1) +h~%(g(h,0) +g(0,h))
f(2h,h) + h=2¢(2h,0)
fi= : , (2.17)
f(1—2h,h) +h=2¢(1—2h,0)
f(1—h,h) +h2(g(1—h,0)+g(1,h))

f(h, jh) +h=2g(0, jh)
f(2h, jh)

fi= : 2<j<N-1, (2.18)
f(1—2h,jh)

f(1—h,jh) +h=2g(1,jh)

f(h,1—h)+h2(g(h,1)+ (0,1 —h))
f(2h,1 —h) +h=2¢(2h,1)

fn= : (2.19)

f(1—2h,1—h)+h2g(1—2h1)

f(l—=h1—h)+h2(g(1—h1)+g(1,1—h))

Somit ergibt sich das lineare Gleichungssystem Au = f, wobei A der diskretisierte Laplace-
Operator ist, f die rechte Seite der Gleichung darstellt und u die approximierte Losung
der partiellen Differentialgleichung enthalt.

Wir bezeichnen ab jetzt die zweidimensionale Poisson Matrix aus [Gleichung 2.14|mit Asp.

Aufierdem gilt fiir die Schrittweite stets h = %, wobei m € IN,,~>. Zudem setzen wir
N = m — 1 und n = N?, so dass wir die Poisson Matrix als eine Matrix A,p € R"*"

auffassen werden.

2.3 Eigenschaften der Matrix A;p

Aop € R™" ist symmetrisch, da Ayp = Al. Somit existiert eine Orthogonalbasis aus

Eigenvektoren fiir die gilt:
Arpv; = A, (2.20)

wobei fiiralle1 <i < ngilt: A,..., A, € Rund v; € R".
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2.3.1 Eigenwerte und Eigenvektoren von A;p

Aus [SAADO3] S. 411] sei fur k, I € IN, (x¢, y;) € Oy mit x, = k- h,y; =1 - h. Zudem sind
Ok, 0; € Rmit 0, = krthbzw. 8; = I7th. Dann gilt fiir die Eigenwerte:

A =4 <sin2(%) -I—sinz(%)) fur1 <k, <N. (2.21)

Zudem gilt fiir einen Eigenvektor am Punkt (xy, y;) gilt:

(vk,l)i,j = sin(inxk) sin(jnyl) = Siﬂ(i@k) sin(j@l) tur1 <i,j,k, 1 <N. (2.22)
Bemerkung:
Ein Eigenvektor im Punkt (xy, y;) lasst sich auch in der folgenden Form darstellen:

sin(6y) sin(6;)
sin (6 ) sin(26;)

sin(6) sin(N#6)
Okl = sin(29k) sin(91) . (2-23)
sin(26y) sin(26;)

sin(N6y) sin((N —1)6;)
sin(N6y) sin(N6;)

Beispiel:

Um sich die Eigenvektoren besser vorstellen zu konnen, wollen wir zunéchst drei Eigen-
vektoren des eindimensionalen Poisson Problems betrachten. Es wird das Gebiet ) = (0,1)
diskretisiert und es gilt u(x)"” = f(x) mit Randbedingung u(x) = g(x). Dann erhilt man
auf einem Gitter mit h = % wie oben, die Eigenvektoren des diskretisierten Problems in
den Punkten 1,7 und 13:
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T T T T T
sin(1*x*pif15) ——
1k — -
/// ‘H"\.\‘
~ e
05 ~ . ,
}‘ \
0

-0.5 -
-1k I I I ! I I M

0 2 4 6 8 10 12 14

Innere Gitterpunkte und Randpunkte

Abbildung 2.3: Dieser Graph stellt den Eigenvektor am ersten Punkt, also h = 11—5
dar. Es ist eine lange, nicht oszillierende Sinuswelle zu erkennen.

T T T T T
sin(7*#x*pif15) ——
Lr J".\-. :""'.\ 7
\ /\
! \ ." \ /
f Y { \ / \ / \
05 ‘."l \ ‘Iu' ‘.III / I".I I.."‘ \
{ Y f | \ / \
> ."’ i". | "nl Ifl A
o “'. / \ | \ i 7
\ / \ / '|II /
I." | | I".I .'III
05 \ | / -
\ \ |
I|I f '.‘II
-1k | | | | | | L4
0 2 4 6 8 10 12 14

Innere Gitterpunkte und Randpunkte

Abbildung 2.4: Bei diesen stdrker oszillierenden Sinuswellen handelt es sich um
den Eigenvektor im Punkt %

10
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T T T T T T
sin{13*x*pi/15) ——
1r \ | 7]
i \ i
II II II|I IIII II| |I
\ |

0.5 - | ‘,' .

\ | !

/‘ I". I | I|I | ."II \
- / III ‘I '.I.‘ I.I.' 1 |‘I 'III \
0r \ \ | / \ '|‘ { [ -
[ '.
Iu' I|I | I,r \ \ |
\ | | \ / \ | |
-05 \/ | \/ \ | | -
|I II |I |'I
V
.I‘I II‘.

1k I | I ! I ' I M

0 2 4 6 8 10 12 14

Innere Gitterpunkte und Randpunkte

Abbildung 2.5: Die Sinuswellen sind fiir den Eigenvektor im Punkt % kurzwellig
und stark oszillierend.

Man sieht deutlich, dass die Oszillation der einzelnen Eigenvektoren unterschiedlich ist.
Manche der Eigenvektoren sind langwellig, andere kurzwellig. Wenn wir nun zurtick
zu unserer Ausgangssituation des zweidimensionalen Poisson Problems gehen und das

Gitter aus Abbildung 2.2 als Basis nehmen, erhalten wir fiir den Punkt 11 des Gitters
folgende Darstellung des Eigenvektors:

11



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im IR?

Eigenvektor im Punkt (3/5,3/5)

— sin(x*pi*3)*sin(y*pi*3) ——

=

[ 5T WA R SR S 0]

FOO0000000H

Abbildung 2.6: Es sind die Sinuswellen des Eigenvektors im Gitterpunkt (%, %’) zu
sehen. Sie sind langwellig und nur schwach oszillierend.

Zur besseren Darstellung wurde fiir den Plot der Eigenvektor des kontinuierlichen Laplace-
Operators herangezogen. Man konnte hier einen langwelligen Eigenvektor erkennen.

Von besonderem Interesse sind in spdteren Abschnitten jedoch die kurzwelligen, stark
oszillierenden Eigenvektoren.

Beweis zu [Unterabschnitt 2.3.1;

Wir wollen zunéchst die A; € RN*N von A € R"*" genauer betrachten.
Behauptung: Fiir eine Matrix B € RN*N mit

B = (2.24)

1
gilt fiir die Eigenwerte Ay = a +2b (£)? cos(6y) und die Eigenvektoren

12



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

i

(Uk)i = (%)2 Sil’l(i@k) furallel <i,k < N, A € R, v, € RN,

Beweis:

Da A, vi Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von B sind, gilt folgende Gleichung;:

(B - /\kId)Z}k =0

a— )Lk b
c a—Ar b
= : . v, =10
c a— A b
c a— Ay
(a — Ax)vg, + boy,
Ok, + (@ — Ag) vk, + boy,
= : =0.

COky_, (@ = Ag) Uiy, + bk,
CUky_y + (8 = A)Oky

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Wir wollen zunichst die einzelnen Summanden ausrechnen bzw. vereinfachen. Dabei

benutzen wir u.a. die Additionstheoreme:

1. Lose (a — Ag)(vg);

(a—Ap)(o)i =

2. Lose b(vk)iﬂ

b(vp)iv1 = b(c>

()

(a— (a+2b (%)

b

b

i+l

2

it
2

N|—

i1

—2b <£> * cos(6;) sin(i)

b

N~

cos(6;))) (%) sin(i6;)

sin((i 4+ 1)6)

(cos(6y) sin(i6y) + cos(iby) sin(6y))

13
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3. Lose c(vg)i—1

i-1 i—1
2

c)in = c(3) 7 sin((i—1)6) = (22) 7 sin((i 1))
- (%%) 7 sin((i—1)8) = b (%) 7 sin((i — 1)6)
= b <%> ki (cos(b) sin(i6) — cos(iby) sin(6))

Nun rechnen wir jede Zeile unseres Vektors aus und nutzen dabei wieder die Additions-

theoreme:
1.i=1
—2b (%) E cos(6k) sin(6x) + b (%) T (cos (B ) sin(6y) + cos(6y) sin(6y))
= c(—2cos(b)sin(6y) + 2 cos(by) sin(6x)) = 0.

2. furalle2 <i<N-1

b (%)lE (cos () sin(i6y) — cos(ib) sin(6;)) — 2b <%> E cos(0y) sin(i6y)
+ b (%)2 (cos () sin(i6y) — cos(iby) sin (b))
= b (%) = (—2cos(6) sin(i6y) + 2 cos(6y) sin(iby)

+ cos(i6y) sin(6)) — cos(iby) sin(6;)) = 0.

N+1 N+1

>T(cos(9k) sin(N8;) — cos(N6y) sin(6;)) — 2b (5) > cos(0;) sin(N6y)

b b

/N
S a

)2+ (— cos(0y) sin(N6y) — cos(N6O) sin(6y))

(cos(6y) sin(N6) + cos(N6y) sin(6y)).

I
S

(

= —b

S a

N
S o

Z

+1 h=-1_ N+l
sin(N+1)6) = —b(%) * sin(krr) "N o.

N‘

= —b

/N

S0

)

14



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

Fiir die Matrizen A; erhalten wir mita = 4,b = ¢ = —1 fiir die Eigenwerte
Ar = 4(1 — 3 cos(6;)) und die Eigenvektoren vy = sin(ify) fiiralle 1 < i,k < N.
Offensichtlich hat auch —Id die selben Eigenvektoren wie A;, mit den Eigenwerten
U = —1, denn
(—Id - /\kld)vk =0. (2.28)

Nun wollen wir diese Erkenntnisse fiir die Matrix A,p € R"*" verwenden. Da diese Ma-
trix ebenfalls eine Tridiagonalmatrix ist, folgt fiir a = Aj,wobeil <j< N und b = ¢ = -Id.
Der gesuchte Eigenvektor in einem Punkt (xx, y;) war gegeben durch (v ;); ; = sin(iy) sin(jo;)
tiralle1 <1,j,k,I < N. Diese Eigenvektoren konnen wir auch auffassen als

(vk1)i; = sin(j6;) (vr); furalle 1 < i,j,k,I < N. Wegen App symmetrisch folgt:

Ay —1Id sin(6;) vk
—I1d A, -Id sin(26;) vy
Aopuy) = : .. . :
—Id An_q1 —Id| |sin((N —1)6;)v
—Id Ay sin(N6;)vy

sin(Gl)vk
sin(291)vk

sin((N — 1)91)Z)k
sin(N6;)vy

Fir1 <j, I,k < N werden wir nun Ayp (vk,l) j explizit ausrechnen und miissen dafiir wie-

der drei Fille unterscheiden, bei denen wir die Additionstheoreme benutzen:

15



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

A0 Sil’l(gl) + (—Idvk) sin(26)
~ —— ~———
=gk =HKk%  =sin(0;+06;)=2cos(0;) sin(6;)

= Ay sin(60;) + 2puyvi cos(6;) sin(6;)

= (Mk+ 2ukcos(0;)) vesin(6;) = (Ak + 2px cos(0r)) (vk1)j=1
————

=(0x1)j=1

41— = cos 0r) — 2 cos(6;)

4 — 2cos(9k) 2cos(0;))(

( )(v l)]
( k1

= (2—2cos(6) +2—2cos(6)))
(

k
(4 )] 1
(Ukl)

4 — 5 cos(0k)) +4(5 — 5 €0s(6) (01 )j-

mit %(1fcos(x)):sin2(%)

= 4 (Sil’lz(gz—k) +Sin2(%)) (Uk,l)jzl

-~

2. furalle2 <j<N-1

—Idl)k Sil’l((j — 1)91) + A]'Z)k Sil’l(j@l) —Idvk sin((j + 1)91)
=Mk P =MkUk

pivk(sin(j6;) cos(6;) — cos(j;) sin(6;)) + Ak sin(jo;)

+  mox(sin(j;) cos(6;) + cos(j6;) sin(6;))

= (Ak + pxcos(6;)) sin(jo;) (vg,1)

wieoben 4 <sin2(%) + sinz(%)> (Ok1);

16
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2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

3. /=N
—Idogsin((N —1)0;) + Avy sin(N6;)
—— ~—~
=Kk Uk :/\kvk
= uo(sin((N —1)6;) + sin((N +1)6;)) + Agvy sin(N6;)

=0
Uk (sin(NO;) cos(6;) — cos(N6;) sin(6;) + sin(N6;) cos(6;)
)

+ cos(N6O;)sin(6;)) + Axvg sin(N6,
20 sin(N6;)cos(6)) + Agvg sin(N6;)
1 n . ) . 0
e+ 2pcos(@)) (oug)imry 2 4 (sin? (%) 452 D) ) oua)o

A/_./
:sin(NGZ )Uk

Also sind die Ay ; Eigenwerte von Ayp zu den Eigenvektoren (v ;) ij-

2.3.2 Folgerung (A;p ist s.p.d.)
Fiir die Eigenwerte Ax; € R von Ayp mit1 < k,I < N gilt:
Ak >0, (2.29)

d.h. die Poisson Matrix ist symmetrisch positiv definit.

Beweis:
Da sin?(x) € (0,1) streng monoton steigend ist fur x € (0,Z) und 0 < ¢ < Z
gilt:
Ak =4 (sinz(%) + sinz(%)) > 0. (2.30)
[

17



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

2.3.3 Definition (Kondition einer symmetrischen Matrix)

Sei A eine symmetrische Matrix des R"*". Dann ist die euklidische Kondition der Matrix

definiert als:

K (A) = i’”‘f" > 1. (2.31)
min

Je kleiner die Konditionszahl x, desto besser ist eine Matrix konditioniert.

2.3.4 Lemma (Kondition von A,p)

In [DROS, S. 479, Lemma 12.8.] wird gezeigt, dass fiir die Kondition der Matrix A;p
gilt:

th
alAm) = 520 (2:32)
Sim -5

Beweis:

Esgilt mith = L, N = m — 1, weil sin?(x) € (0,1) streng monoton steigend ist fiir
x € (0, %) und den Additionstheoremen:

Muin = Any = 4(sin2(5) +sin2() = 8sin?( D), 2.33)
_1
. Nrth . . m—1)mr
Amax = ANN = 851n2(T) N=m—1 Ssmz(%)
— 20T g0 T Th
= 8811‘1(2 Zm)_851n(2 5 )
_ T mth . 7th T\ o
= 8(sm(5)cos(7)) — sm(?)cos(z))
= 8cos’( %h ). (2.34)

Somit folgt aus|Gleichung 2.33|und [Gleichung 2.34;

ANN cosz(%h)
%2(Azp) = M1 sin*(%)

18



2 Diskretisierung der Poisson-Gleichung im R?

In [DROS, S. 479, Lemma 12.8.] wird auflerdem gezeigt, dass sich x(A,p) wie folgt ndhern
lasst:

cos?( 2
—Sinz((n_ﬁl)) = (%) (1+ O(K?)). (2.35)
2

Nattiirlich wollen wir die Funktion u(x,y) so gut wie moglich in Q)j, approximieren. Wir
sind daher bestrebt das Gitter so fein als moglich zu wahlen. Daraus ergibt sich jedoch die
negative Eigenschaft von Ajp.

Je grofser m gewdhlt wird, also je feiner das Gitter wird, desto schlechter wird die Kondition

der Matrix.
2 2 4m?

2 2 1
<%) (1+0(H?) = (—1) (1+O(W)) N (2.36)

7'[_

Man sieht, dass die Kondition der Matrix quadratisch mit m wéachst.
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare

Gleichungssysteme

Gleichungssysteme, die partielle Differentialgleichungen 16sen, sind im Allgemeinen sehr
grof3. Aus diesem Grund sind direkte Verfahren, wie z.B. der Gauf8-Algorithmus oder die
LR-Zerlegung nicht geeignet. Ihr Rechenaufwand belduft sich fiir voll besetzte Matrizen im
Allgemeinen auf O(n?) und ist zu langsam. Nun ist unser System zwar nicht voll besetzt,
jedoch kann es durch die Struktur der Matrix zur Ausléschung von Nullen kommen.
Dadurch ist ebenfalls keine grofie Effizienz gegeben.

Wesentlich besser geeignet fiir diese Problemstellung sind iterative Verfahren. Sie zeichnen
sich durch eine schnelle Konvergenz und einen geringeren Rechenaufwand aus.

Ein Grofiteil der Definitionen, Sitze und Lemmata in diesem Kapitel sind sinngeméfs aus
[DROS8, S. 549-583]. Der Abschnitt tiber das Jacobi-Relaxationsverfahren wurde in Teilen
von [SAADOQ3, S. 414-416] tibernommen. Stellen, an denen andere Literatur verwendet

wurde, sind deutlich gekennzeichnet.

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definition (Iterationsmatrix)

Sei A € R"*". Sei auserdem C € R"*" eine nichtsinguldre Matrix. Fiir die iterative Losung
eines linearen Gleichungssystems der Form Au = f ist die Iterationsmatrix T € R"*"

definiert als:
T = (Id — CA), (3.1)

wobei die Iterationsvorschrift fiir k = 1, ..., n gegeben ist durch:

uktt = (1d — CA)uf + C. (3.2)
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.1.2 Definition (Spektralradius)

Sei A € R"*". Und seien fuirallei = 1,...,n: A; € R. Dann gilt:

A) = il .
p(A) = max |A;] (33)
Ist A symmetrisch positiv definit, so gilt auch p(A) = ||[A|z und A; € Ry fiir alle

i=1,..,n.

3.1.3 Satz (Konvergenz iterativer Verfahren)

Ein iteratives Verfahren mit beliebigem Startvektor u° € R” konvergiert genau dann gegen
die exakte Losung u* € R", wenn gilt:

o(T) = p(Id— CA) < 1. (3.4)

Je kleiner p ist, desto schneller konvergiert das System.

Einen Beweis hierzu findet man z.B. in [DRO0S, S. 550].

3.1.4 Definition (Residuum und Fehler)

Sei u* € R" die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Au = f. Sei weiterhin
uk € R” die Approximation der Losung im k — ten Iterationsschritt. Dann gilt fiir das
Residuum:

* = — Ak, (3.5)

Der Fehler, also die Diskrepanz zwischen exakter und approximierter Losung, ist definiert
als:
e = u* —uk. (3.6)

Durch Multiplikation mit der Matrix A ergibt sich:

e=u"—u< Ae=Au" —u)
& Ae=Au"—Au s Ae=f—Au
& Ae=r. (3.7)
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Ae = r nennen wir Residuumsgleichung.

3.2 Das Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

Sei A € R"™" und f,u € R", wobei in u die Losung des linearen Gleichungssystems
Au = f approximiert werden soll. Dann ldsst sich A wie folgt zerlegen:

A=D-L-U. (3.8)

Dabei sind D, L, U € R"*", mit D = diag(ay 1, ...,ann), L strikte untere und U strikte obere
Dreiecksmatrix.

Somit ergibt sich fiir Au = f:

Au=f& (D-L-Uu=f<Du=(L+Uu+f. (3.9)
Ist nun D nicht singulér, so gilt fiir das Jacobi-Verfahren folgende Iterationsvorschrift:

Dy = (L+ Uk + f & o =D YL+ U)uF + D7} (3.10)

3.2.1 Algorithmus (Jacobi-Verfahren)

Mit einem Startvektor #? € R” beliebigund k = 1,2, ..., berechne fiiri = 1, ..., n:

1 n

e+l = ;( fi— Y aijul). (3.11)
11 ]':1

j#i

In jedem Schritt zur Berechnung von 11

muss im Algorithmus die Information seines
Vorgéngers uf bekannt sein. Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt betragt O (n?) und

entspricht somit einer Matrix-Vektor-Multiplikation.
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.2.2 Satz (Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens)

Fiir die Iterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens gilt:

T; = (Id— D 'A) (3.12)
Hier ist also C = D!
Beweis:
Mit der Iterationsvorschrift folgt:
W1 = DL+ U+ DL (L+U)=(D-A) D-'(D — A)* + D-1f

= (Id—D'A)ufF+ D7}

Also T; = (Id — D 'A).

3.2.3 Satz (Eigenwerte von T bzgl. A;p)

Man sieht leicht ein, dass die Eigenvektoren von T gleich denen von A;p sind. Dann gilt

tiir die Eigenwerte der Iterationsmatrix:

N | D

Aij(T)) =1— (sinz(%) + sin?( )) , (3.13)

fir 1 <i,j < N und 6;, 6; wie in|Unterabschnitt 2.3.1}

Beweis:

Dieser folgt direkt mit dem Beweis aus|Unterabschnitt 3.3.2|fiir w = 1.
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.2.4 Lemma (Spektralradius von T; bzgl. A;p)

Das Jacobi-Verfahren konvergiert fiir die diskretisierte Poisson Gleichung und es gilt fiir
den Spektralradius:
p(T;) = cos(mth) < 1. (3.14)

Beweis:

Folgt mit Beweis aus|Unterabschnitt 3.3.3jund w = 1.

Wir koénnen fiir das Jacobi-Verfahren zwar die Konvergenz nicht verbessern, allerdings ist
es moglich den Rechenaufwand zu verbessern. Dies gelingt uns, indem wir die Diinnbe-
setztheit von Ayp gezielt ausnutzen. Es sind pro Zeile maximal 5 Eintrage ungleich Null.
Oder anders formuliert, hat jeder Gitterpunkt in (), hochstens 4 Nachbarn. Nutzt man
diese Struktur aus, so erhélt man den folgenden Algorithmus:

3.2.5 Algorithmus (Jacobi-Verfahren fiir A,p)

In [ALOQ2, S. 21] wird gezeigt, wie man den Rechenaufwand verbessern kann, indem
man die Struktur von A,p optimal ausnutzt.

Berechne fiir k = 1,2, ... mit Startvektor u" € R”" beliebig:

Firi=1,.,Nundfirj=1,.., N:

k1 h? 1

K K K K
uj; = iy i gy ) = o fie (3.15)

Bei diesem Algorithmus gehen wir {iber alle inneren Punkte des Gitters in x- und y-
Richtung. Sobald ein Zeilenindex i (bezeichnet die y-Komponente) Null wird, ignorieren
wir diesen Wert. Das Gleiche gilt fiir die Spaltenindizes j, die die x-Komponente reprasen-
tieren.

Der Rechenaufwand pro Iterationsschritt betragt lediglich

O(N - N) = O(n) Schritte.
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
3.3 Das Jacobi-Relaxationsverfahren

Wir wollen nochmal die Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens betrachten:

utl = (1d - D 'A)uf + D1f. (3.16)
Durch Umformung erhalten wir:

= (1d - D 'A)uf + DIf
= " —D A+ DS
= uF+ D7 (f - AUb). (3.17)

N——
= rk

Wir addieren also zu u* das Residuum. Die Idee ist nun das Residuum mit einem Parameter

w € R zumultiplizieren, so dass wir neue Eigenschaften erhalten:

= yF D wrk = uF + wDT(F — AW
= uf —wD AU + wDf = (Id — wDA)uf + WD
= (Id — wld + wid — wD'A)uf + wD~f
= ((1-w)ld+w(Id - D 'A))u* + wD™1}. (3.18)

\Gleichung 3.18|stellt die Iterationsvorschrift fiir das Jacobi-Relaxationsverfahren dar. Die

Iterationsmatrix ist gegeben durch:

Tj, = (1 - w)ld+w(ld —D'A) = (Id — wD'A). (3.19)

Letztlich erweitert man den Jacobi-Algorithmus also mit dem Parameter w und addiert

(1 — w)ur zu uf+1,
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.3.1 Algorithmus (Jacobi-Relaxations-Verfahren)
Seiu? € R" ein beliebiger Startvektor und k = 1,2, .... Berechne fiiri =1, ..., n:
k+1 Kk, W = k
u; = (1—-w)u; + a—(fz - Z aijuj)' (3.20)
ii j=1
j#i

Beachte: Fiir w = 1 erhalten wir das Jacobi-Verfahren. Der Rechenaufwand des Jacobi-
Relaxationsverfahrens betrigt ebenfalls O (n?).

3.3.2 Satz (Eigenwerte von T} bzgl. A;p)

Die Eigenvektoren entsprechen denen von A,p und fiir die Eigenwerte von T, gilt:

. 0;
Aj(T,) =1-w (sinz(%) —I—sinz(E])) fir1 <i,j <N, (3.21)

0;, 0; wie in[Unterabschnitt 2.3.1}

Beweis:

Fir D = 4-1d folgt D! = }le. Fiir die Iterationsmatrix T;, angewandt auf einen
Eigenvektor v gilt:

T;,v = (Id—wD 'A)v=1dv—wD 'Av
w w
= Idv— Zld Av, =v(l- ZAZ-J(A)).
I/\i/]'(A)U

Die Eigenwerte von T}, lassen sich also einfach durch (1 — §A; j(A)) berechnen:

)

Aij(Tp,) =1-w (sinZ(%) +Sin2(5j)> fur1 <i,j <N.
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.3.3 Lemma (Spektralradius von T;, bzgl. A,p)

Das Jacobi-Relaxations-Verfahren konvergiert fiir die diskretisierte Poisson Gleichung und
es gilt fiir den Spektralradius:

o(T),) =1—w(1l—cos(mh)) < 1. (3.22)

Beweis:

Hier nutzen wir nochmals aus, dass sin?(x) € (0,1) monoton steigend ist fiir x € (0, F).
Zudem ist cos(x) € (0,1) fiir x € (0, %) und sin®(3) = 3(1 — cos(x)). Fiir Gleichung 3.21|
folgt also:

—1 _
p(Id —wD "Ayp) = 1£r11;'g<N|A,]|
6, 6;

_ _ . 2Yi - 20Yf
= 121;31<XN|1 (sm(z)—l—sm(2)>|
= 1-2w sinz(e—l) =1-2w sinz(”—h)

2 2

1
= 1—2w(§(1—c0s(7th))
= 1—w(1l—cos(mth)) <1,
pel

firw € (0,1).

Der Spektralradius ist fiir ein w € (0,1) ndher an eins, als der des Jacobi-Verfahrens
(w = 1). Das Jacobi-Relaxationsverfahren konvergiert also langsamer gegen die approxi-
mierte Losung u*, als das Jacobi-Verfahren. Es wird daher nicht als iteratives Verfahren

eingesetzt. Wie wir in [Abschnitt 3.4 sehen werden, besitzt dieses Verfahren die Glit-

tungseigenschaft und findet in den Mehrgitter-Algorithmen seine Anwendung. Fiir die
zweidimensionale Poisson Gleichung stellen w = J und w = % die optimalen Parameter
als Glatter dar [SAADOQ3), S. 416].
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.3.4 Algorithmus (Jacobi-Relaxations-Verfahren fiir A;p)

Mit derselben Vorgehensweise wie in[Unterabschnitt 3.2.5/ verbessern wir noch den Re-

chenaufwand bzgl. A;p.

Berechne fiir k = 1,2, ... mit Startvektor u® € R" beliebig
firi=1,.,Nundj=1,..,N:

-2

uf’]ﬂ = (1— w)uiﬁ/], + 4w (”5'11,]' + ”?H,j + uf"/]-fl + uf-‘/]-ﬂ) — %f” (3.23)
mit Rechenaufwand O(n).
3.4 Glattungseigenschaft
Fiir die Iterationsmatrix des Jacobi-Relaxationsverfahrens gilt:
U = (1d — wD'A)uF + wD 7. (3.24)
Die Eigenvektoren sind gegeben durch:
(0k1)ij = sin(ify)sin(jo;) fir 1 <1i,j,k, I <N, (3.25)

0y, 0; wie oben.
Als Eigenvektoren der Matrizen T; bzw. T, bilden diese Vektoren eine Basis des IR", wobei
n = N2. Fiir den Fehlerterm im k — ten Iterationsschritt gilt:

e = ur —uk, (3.26)
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Betrachten wir nun den (k + 1) — ten Fehler und formen geschickt um, so ergibt sich:

M = M =y — ((Id — wD'A)uF + wD_1f>
= u* —uf +wD AU — WD f = + WD AUF - f)
——

—ek
= e+ wD M (AuF — Au*) = F + wDTTA(UF — u¥)
= o —wD A = (Id — wD'A)F. (3.27)

Eigenwerte des Jacobi-Verfahrens flir n=15

1-(sin{x*pi/{15%2))**2 + sin(y*pif{15+2))*+2)

Abbildung 3.1: Dies ist das Eigenwertspektrum fiir w = 1. Das Gesamtschrittver-
fahren hat keine Glattungseigenschaft. Es liegen nur wenige der Eigenwerte um die
Null (dunkelrote Flache).

Da die n Eigenvektoren (Uk,l)i,j fur1 <1i,j,k,1 < N, wobei k, | beliebig, eine Basis bilden,
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

lasst sich der Fehler e als Linearkombination der ( vk,l)i,j darstellen:

1 = ZZ@"‘“ (0k1)ij = (Id = wD ' A) (ZE@] Ok )i )

i=1j=1 i=1j=1
N N N . w
= | Y ) C (Id —wD~ A)(Ukl) i | = | Y&k — 7 Alok)iy )
i=1i=1 - i=1i=1 4
=3ld =A; i (A)(vk1)i

N N w N N
= | X 5 72 —Aij(A) (k)i | = (Z 2 df]')\i,j(T]w)(vk,z)i,j> : (3.28)

i=1j=1 -

-~

=Aij(Tp,)

Eigenwerte des Jacobi-Verfahrens fiir n=15

1-0.5%(sin(x*pif(15*2))**2 + sin(y*pi/(15%2))**2) ——

Abbildung 3.2: Fiir w = 3 ist gut zu erkennen, dass fiir i, j nahe N viele Eigenwerte

nahe Null liegen (schwarze Flache).

Da wir im Folgenden eine Fehlerglittung erreichen wollen, wihlen wir nun w = 3 (Ab-
bildung 3.2). Wir stellen fest, dass die Eigenwerte der Iterationsmatrix zwischen 0 und
1 liegen. Sind i,j > & so werden die Fehleranteile wesentlich besser gedampft, da die
Eigenwerte hier nahe Null liegen, d.h. zugehorige Eigenvektoren werden nahezu elimi-
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3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

niert. Diese Eigenschaft nennt man die Glittungseigenschaft. Wie die Abbildungen 3.4, 3.5
und 3.6 illustrieren, werden beim Glétten des Fehlers kurzwellige, stark oszillierende
(hochfrequente) Fehleranteile nahezu ausgeldscht. Zwar heifst das nicht, dass der Fehler
verschwindet oder kleiner wird, jedoch wird er glatt.

Es stellt sich z.B. heraus, dass der optimale Relaxationsparameter, der unabhéangig von
der Schrittweite 1 gewdhlt werden kann, w = % ist S. 416]. In Abbildung 3.3
ist gut zu sehen, dass ein Grofiteil des Spektrums nahe Null liegt. Betrachten wir nun
die Eigenwerte der Iterationsmatrix fiir w = 1 (Jacobi-Verfahren), sieht man, dass die
Eigenwerte fiir i, j nahe Null oder i, j nahe N den Fehler schlecht bis gar nicht ddimpfen
(Abbildung 3.1). Sie liegen nahe 1 bzw. -1 und verdndern die zugehorigen Eigenvektoren
kaum.

Das Jacobi-Verfahren besitzt wegen seines Eigenwertspektrums keine Glattungseigen-
schaft. Als iteratives Verfahren jedoch stellt w = 1 den optimalen Parameter dar
S. 415].

Eigenwerte des Jacobi-Verfahrens fiir n=15

1-0.8*(sin(x*pi/(15%2))**2 + sinfy*pi/(15+2)}**2) —

OOOO0000 0
[ om0 =Y ] P Ch 0O

Abbildung 3.3: Fiir den optimalen Parameter w = 2 ist gut zu erkennen, dass mehr
Eigenwerte um die Null liegen, als beim Jacobi-Verfahren oder fiir den Parameter

w = 1 (orange Fliche) und somit eine gute Glittungseigenschaft besteht.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir ein konkretes Beispiel zur Glattungseigen-
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schaft anfithren. Angenommen wir wahlen unseren Startvektor ud = sin(6;), miti =1,...,n
und 0; wie in [Abschnitt 2.3| Aufierdem sei die Poisson Gleichung aus [Abschnitt 5.1| ge-
geben. Wir wihlen den Parameter w = % tiir das Jacobi-Relaxationsverfahren. Und wir

berechnen den Fehlerterm ¢’ = u* — u° und plotten diesen.

Plot function

3D Plot

Abbildung 3.4: Die Oszillation der Sinuswellen im Startfehler ist hier gut zu

erkennen.

Nun wollen wir uns noch die Plots nach einem und drei Iterationsschritten des Jacobi-
Relaxationsverfahrens ansehen. Nach drei Schritten sind die starken Oszillationen ver-

schwunden.

32



3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

Plot function

3D Plot
83 r 4
| -
" a8 706050 3072310

Abbildung 3.5: Nach einem Iterationsschritt ist bereits eine Glattung des Fehlers zu
beobachten.

Plot function

3D Plot

—~—

e 0000 O
oo N aRNO N
TTT T T T TT 1Tl
HEHRRO00000

Cochphy  COShdsha M

Abbildung 3.6: Man sieht, dass bereits nach 3 Iterationsschritten der Fehler glatt ist.

Die Glattungseigenschaft wird in[Kapitel 4 eine zentrale Rolle spielen.

33



3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme
3.5 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten wurde 1952 von Hestenes und Stiefel erstmals
vorgestellt. Es zeichnet sich durch Stabilitdt und schnelle Konvergenz aus.

Das CG-Verfahren (conjugate gradient) - wie es auch genannt wird - ist eine Projektions-
und Krylow-Raum-Methode, worauf wir allerdings im Folgenden nicht ndher eingehen

werden.

3.5.1 Definition (A-orthogonal)

Sei A eine symmetrische, nicht singuldre Matrix. Zwei Vektoren x, y € R" heifien konju-
giert oder A-orthogonal, wenn xT Ay = 0 gilt.

Die A-Orthogonalitit ist spezifisch fiir das CG-Verfahren. Bei der Aufstellung der Teilrdu-
me sind die zugehorigen Basisvektoren alle A-orthogonal, wie wir nach dem folgenden

Satz sehen werden.

3.5.2 Satz (Minimierungsfunktion)

Sei A € R"" s.p.d. und

w(u) = %uTAu — Ty, (3.29)

wobei f,u € R". Dann gilt:
h hat ein eindeutig bestimmtes Minimum und

A = f<—=wu™) = neligw(u) (3.30)

Einen kurzen Beweis hierzu findet man z.B. in [DROS, S. 566].
Es ist also d4quivalent, die Funktion w(u) zu minimieren und das Gleichungssystem Au = f

zu l3sen. Betrachtet man nun den Gradienten von w(u ), so gilt:

Vw(u) =Au—f = —r. (3.31)
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Da wir bei diesem Verfahren stets das Minimum in einem Teilraum U} € IR suchen, also die

Funktion w () minimieren wollen, wird uns folgendes Lemma hilfreich sein:

3.5.3 Lemma - (A-orthogonaler) Projektionssatz

Sei Uy, ein k-dimensionaler Teilraum des R" (k < 1), und pY, p!, ..., p*~1 eine A-orthogonale Basis
dieses Teilraums, also (p', p/)p = 0 fiir i # j.Seiv € R",dann gilt fiir u* € Uy:

" —olla = minju— v (3.32)
k

genau dann, wenn u* die A-orthogonale Projektion von v auf Uy = span{p?,..., p*~1} ist.
Auferdem hat u* die Darstellung

k=1 j> .
Py (o) —ut = 5 (ZPA 3.33
i () Jg (P, pl)a’ (3.33)

Der Beweis zu diesem Lemma wird in [DRO0S8, S. 567] erldutert.

3.5.4 Allgemeiner Algorithmus der konjugierten Gradienten

1

Zur Erzeugung der Losung von u* durch Naherungen u!, 12, ... definieren wir folgende

Teilschritte:

0. Definiere Teilraum U; und bestimme r° mit beliebigen Startvektor u°
U, = span{r’}, wobei 1 = f — Au® (3.34)

1. Bestimme eine A-orthogonale Basis

p°, ..., P! von U. (3.35)
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2. Bestimme eine Néherungslosung u¥, so dass gilt:

||uk—u*||A — LI,I;iLI[}{Hx_u*HA' (3.36)
Wir berechnen also: - ,
kvt pha
uk = AT P TA T (3.37)
Jg RN

3. Berechne erneut das Residuum und erweitere den Teilraum U

Upsq = span{p°, ..., p*=1, ¥} wobei r* = f — Auk. (3.38)

Nachdem man ein Residuum berechnet hat, startet der erste Iterationsschritt. Man erwei-

tert seinen Teilraum um das Residuum und bestimmt daraufhin eine A-orthogonale Basis
dieses Teilraumes. Ein géngiges Verfahren ist das Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren.
Die neue Ndherungslosung bzgl. Uy kann dann iiber den (A-orthogonalen) Projektionssatz
bestimmt werden. Nachdem erneut ein Residuum berechnet wurde, startet der niachste
Iterationsschritt.

Wegen |Gleichung 3.37| konnte man vermuten, dass die Losung des Gleichungssystems u*

zur Durchfiithrung des Algorithmus bekannt sein muss. Die folgenden Lemmata werden
zeigen, dass dem nicht so ist.

3.5.5 Lemma
Sei u* € R" die Losung von Au = f. Dann gilt fiir ein y € Uj:

(W, y)a = (f,y) (3.39)

Beweis:

Wir nutzen die Eigenschaften des A-Skalarproduktes aus:

W y)a=u Ay =y Au* = yTf = Ty = {f,y).
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Nun wollen wir|Gleichung 3.37|neu formulieren.

3.5.6 Lemma

Sei u* € R" die Losung von Au = f und u* € R" die optimale Approximation von u* in

k

Uy. Dann kann u* wie folgt berechnet werden:

(%, p 1)
<pk—1, Apk—1> )

k

uf =1 4 zxk,lpk_l

, mitap_1 =

(3.40)

Fir einen Beweis soll auf [DRO0S, S. 569] verwiesen werden.

k—

Bemerkung: u* kann dadurch mit wenig Aufwand aus u*~! und p*~! berechnet wer-

den.

3.5.7 Lemma
Das Residuum 7% € R" kann einfach berechnet werden durch:

k= AP (3.41)

wobei aj_1 wie in|Gleichung 3.40

Beweis:

Wk = 5wy

— Auf = A+ oak_lApkfl
—b—AuF=b— AU - zxk_lApkfl

— k=1 = ock_lApkfl.

k—1

Da wir nun u* und ¥ recht komfortabel bestimmen konnen, wollen wir im Folgenden noch

eine Moglichkeit zeigen, wie die p* schnell zu berechnen sind.
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3.5.8 Satz (Bestimmung einer A-orthogonalen Basis)

Durch

k=2 <rk—1 pj>A ,
— A YY)
p r ];) (7, D) v, (3.42)

wird die A-orthogonale Basis des Unterraums (Krylow-Raums) Uy = span{p°, ..., p*=2, =1}

zum Vektor r¥—1 bestimmt, wobei pk_l, k=1 e R".
Beweis:

Der Beweis folgt direkt aus dem Gram-Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren, welches
allerdings einen hohen Rechenaufwand vorweist.
Wir wollen ohne Herleitung und Beweis (siehe dazu beispielsweise [DRO0S, S. 570]) angeben,

wie man die p* effizienter bestimmen kann.

3.5.9 Satz

Fiir die Berechnung von p* gilt:

k=1 A k=2
k-1 _ k-1 (TLAPTT) ko
p=r _<pk—2,Apk—2>p . (3.43)

Substituiert man geschickt einige Werte in den Skalarprodukten (ohne Beweis), fithrt das
auf den Algorithmus der konjugierten Gradienten.

3.5.10 Algorithmus der konjugierten Gradienten

Gegeben ist eine symmetrisch positiv definite Matrix A € R"*". Bestimme die Losung
Mithilfe eines beliebigen Startvektors u” € R" zu einer gegebenen rechten Seite f € R".
Setze B_1 = 0 und berechne das Residuum ¥ = f — Au®.

Fiir k = 1,2, ..., falls r*~1 # 0 berechne:
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k-1 k-1 k-2 . (1
k—1 k-1
k k—1 k—1 . (r*= )
Ut = u o Hagqp" T, wobeiag_ 1 = —— -
<Pk 1,Apk 1>
R ka—1APk_1

Man muss in diesem Algorithmus pro Iterationsschritt lediglich zwei Skalarprodukte
ausrechnen (die r*~1-Skalarprodukte kénnen fiir die 72 nach der Berechnung des neuen
Residuums wieder verwendet werden!) und eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchfiih-
ren. Somit erhalt man einen Rechenaufwand von O(n?). Angewandt auf A;p kann man -
durch das Ausnutzen der Diinnbesetztheit und der Symmetrie - einen Aufwand von O(n)
erreichen. Diesen erhidlt man durch eine geschickt gewiahlte Matrix-Vektor-Multiplikation,
die die Struktur von A,p ausnutzt.

An dieser Stelle soll noch ein kurzer Satz iiber die Konvergenz des Verfahrens folgen.

Einen Beweis zur Konvergenz findet man u.a. in [GL96].

3.5.11 Satz (Konvergenz des CG-Algorithmus)

Sei A € R™*" symmetrisch positiv definit und seien u, f, u*, uk € R", wobei u* die exakte
Losung des Gleichungssystems Au = f und u* die approximierte Losung durch das
CG-Verfahren ist. Dann gilt fir k = 1,2, ...:

k
* KZ(A) —1 *
||uk —u ||A <2 (—Kz(A) 1 ||u0 —u ||A (3.44)

Kz(A)—l
Da stets o (A) T

sieht also, dass die Konvergenz des Verfahrens von der Kondition der Matrix Ayp ab-

< 1 gilt, sichert dieser Satz die Konvergenz des Algorithmus. Man

héngt.

Beispiel:

Fiir die zweidimensionale Poisson Matrix haben wir in |Gleichung 2.36| gesehen, dass die

Kondition der Matrix schlechter wird, je feiner das Gitter ist. Geht h = % gegen Null, gilt
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also m — oo, so folgt:

K(AZD) -1 - 2

KAo) +1 1 Ay r1 0 Lflre(Ap) e (3.45)

Fiir grofie m und mit |(Gleichung 3.44| sieht man, dass das CG-Verfahren nur langsam

konvergiert. Das Ziel muss es also sein, eine Ausgangsmatrix fiir unser System zu finden,

die besser konditioniert ist als Ayp.
Bemerkung:

Das Verfahren der konjugierten Gradienten konvergiert im Allgemeinen nicht, wenn A

nicht symmetrisch positiv definit ist.

3.6 Vorkonditioniertes Verfahren der konjugierten Gradienten (PCG)

Das PCG-Verfahren (preconditioned conjugate gradient) ist eine optimierte Version des CG-

Verfahrens. Wie wir in[Unterabschnitt 2.3.4{gezeigt haben, ist A,p fiir feinere Gitter schlecht

konditioniert. Und in|{Unterabschnitt 3.5.11|haben wir gesehen, dass die Konvergenz des

CG-Verfahrens von eben dieser Matrix abhdngt. Dies mindert natiirlich die Effizienz des
Verfahrens. Die Idee ist nun, die bei der Iteration zu Grunde liegende Matrix A durch eine
dhnliche Matrix mit besserer Kondition zu ersetzen, damit sich das Konvergenzverhalten

verbessert.

3.6.1 Satz
Sei W € R"*" s.p.d. dann gilt:
Au=f = W1lAu=W7lf. (3.46)

Es macht also keinen Unterschied, ob wir Au = f oder das dquivalente System 16-

sen.
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3.6.1.1 Beweis:

Au=f <= u=Adf <= u=A""WWIf
— u=WIA)"Wlf = wlAau=w1f

Die Konditionszahl dieses Problem ist nun durch x,(W~'A) bedingt. Das Ziel muss es
also sein, W1 so gut wie moglich zu wihlen, damit die Kondition klein wird. Nun ist
im Allgemeinen WA nicht s.p.d. Somit konnten wir zwar den CG-Alorithmus trotz-
dem anwenden, werden aber wegen dieser Tatsache moglicherweise keine Konvergenz
erhalten. Um dies zu umgehen findet man einen Losungsansatz, bei dem mit der Cholesky-
Zerlegung eine entsprechende Umformung gefunden werden kann.

Die Formeln und Algorithmen zu den folgenden Cholesky-Zerlegungen gehen aus expli-
ziten Formeln der LR-Zerlegung hervor. Da die Cholesky-Zerlegung eine LR-Zerlegung
fiir symmetrisch positiv definite Matrizen darstellt, wollen wir diesen Aspekt nicht ndher
erldutern.

3.6.2 Algorithmus der vorkonditionierten konjugierten Gradienten

Gegeben seien A, W € R"*" s.p.d. Bestimme die Losung Mithilfe eines beliebigen Start-
vektors u’ € R" zu einer gegebenen rechten Seite f € R". Setze f_1 = 0, berechne das
Residuum r° = b — Au® und z° = W10 (1ose Wz0 = 19).

Fiir k = 1,2, ..., falls 71 5 0 berechne:

k—1 k—1 k—2 (1,
pr =z 4+ Proop” -, wobel By, = E=y= mit (k > 2),
k—1 k-1
k k—1 k—1 . (zF5 )
ut = u" 4 a_p", wobeiag_ | = — — s
<Pk 1,Apk 1>
K= kg AP
2 = WK (1ose W2k = 7).
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Wichtig hierbei ist, dass das Losen von WzF = rF mit moglichst wenig Aufwand (ideal:

k

O(n)) berechnet werden soll. Fiir eine schnelle Losung von Wz¥ = r* verwenden wir eine

unvollstindige Cholesky-Zerlegung.

3.6.3 Die unvollstindige Cholesky-Zerlegung

Eine Matrix A, die symmetrisch positiv definit ist, lasst sich durch eine Cholesky-Zerlegung

in eine normierte untere Dreiecksmatrix L und eine rechte obere Dreicksmatrix U zerlegen,

wobei gilt: U=DLT =L,

Mit dieser Zerlegung mochten wir nun unser System vorkonditionieren. Allerdings wiirde
eine vollstindige Cholesky-Zerlegung viele Nulleintrdge in einer diinn besetzten Ma-
trix ausloschen. Darum greift man auf eine unvollstindige Cholesky-Zerlegung zuriick,
bei der die Stellen, an denen A Nulleintrdge besitzt, in L und U ebenfalls Null blei-
ben.

3.6.3.1 Definition (Muster E)
Ein Muster ist eine Teilmenge E C {1, ..., n} x {1, ..., n} fir die gilt:
E={G/)1<ij<n,a;#0}. (3.47)
Dann lésst sich die Matrix A auch folgendermafien approximieren:
A~TLT. (3.48)

wobei L, L" nicht die komplette Faktorisierung darstellt, sondern folgende Eigenschaften
erfiillt:

3.6.3.2 Eigenschaften der Matrix L

e L ist normierte untere Dreicksmatrix

e Esgilt:[;; =0, falls (i,j) ¢ E
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Natiirlich ist diese Faktorisierung ungenauer, als die vollstandige Zerlegung. Allerdings
gentigt sie, um die Kondition des Gleichungssystems in vielen Fillen zu verbessern. Um
den Algorithmus effizient und den Rechenaufwand so klein wie moglich zu machen,

werden Summen nur tiber Indizes aus dem Muster berechnet.

3.6.3.3 Algorithmus der unvollstindigen Cholesky-Zerlegung

Seien A € R™" und E das Muster zur Matrix A. Setze L = Id, U = 0. Berechne dann fiir
i=1,2,..,n:

fork=1,..,i—1: if (i,k) € E,
k-1
e = (aige— Y lijitie) /i
=1
fork=1i,..,n: if (i,k) € E,

i~1
e = aix— 3 Lijilje
j=1

Bemerkungen:

e Die fiir den PCG-Algorithmus wichtige Matrix W wird nun definiert als: W = i’
Dadurch wird auch Wz¥ = LL'zF = % schnell durch Vorwirts- bzw. Riickwirts-

einsetzen losbar.

e Fiir viele Probleme zeigt sich, dass k(W™ ! A ) < k2 (A) gilt.

Es gibt einige Varianten zur Vorkonditionierung. Wir wollen uns an dieser Stelle noch mit

einer weiteren auseinander setzen.

3.6.4 Die modifizierte unvollstindige Cholesky-Zerlegung

Auch bei der modifizierten Methode des Verfahrens gehen wir vor, wie in
schnitt 3.6.3| Jedoch werden die Vorschriften fiir die Matrix L abgeéndert.

43



3 Iterative Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

3.6.4.1 Eigenschaften der Matrix L.

Seie=(1,1,..,1)7,
o a;; = (LLT);; firalle (i,j) € E,i # ],
o Ae = I:I:Te, d.h. die Zeilensummen stimmen iiberein und

o ZAIJ = f;; =0 firalle (i,j) ¢ E.

3.6.4.2 Algorithmus der modifizierten unvollstindigen

Cholesky-Zerlegung

Seien A € R"*" s.p.d. und E das Muster zur Matrix A. Setze L = Id und U = 0. Berechne
dann firi = 1,2, ..., n:

drop = 0;
fork=1,...,i—1:

k=1
s=) lijjx
=1
if (l, k) € E: ii,k = (ai,k — S)/ﬁk,k,'

else drop = drop +s;

fork=1i,..,n:
i-1
S — Z Zi,jﬁj,k;
j=1
if (Z,k) € E: ?i,k =4ajk—S;
else drop = drop +s;

121',1' = ﬁi,i—di’Op; (349)

Wir setzen wieder W = I:I:T.

Weitere Verfahren zur Vorkonditionierung, wie beispielsweise das SSOR-Verfahren, sind
u.a. in [SAADO3, S. 105-106] zu finden.
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3.6.5 Effiziente Implementierung der modifizierten unvollstindigen

Cholesky-Zerlegungen

Gerade fiir diese Aufgabenstellung ist es von grofiem Interesse, wie der Algorithmus in
Code umgesetzt wird. Da das Muster E unabhédngig von der Dimension # ist haben beide
Zerlegungen einen Rechenaufwand von O (n?).

Um dies zu optimieren, wird fiir Ayp eine weitere Matrix B € R"*5 eingefiihrt, die
das Muster E ersetzt bzw. darstellt. Die 2D Poisson Matrix enthdlt maximal 5 Werte
ungleich Null pro Zeile. Somit konnen in der i — ten Zeile von Ayp maximal 5 Indizes j
auftauchen, fiir die gilt a;; # 0. In B werden die Indizes j nacheinander abgespeichert.
Sollten weniger als fiinf Werte ungleich Null sein, so wird die zugehorige Zeile von B mit

—1 aufgefiillt.

Beispiel:
Um eine Vorstellung von B zu bekommen, wahlen wir Ayp € R?*? alsom = 4,N = 3.
Dann folgt:
1 2 (1+N) -1 -1
1 2 3 (2+ N) -1
B=|(5-N) 4 5 6 (5+N) (3.50)
(8—N) 7 8 9 -1
(9—N) 8 9 -1 -1

Mit der Matrix B als Ersatz fiir das Muster E, ergibt sich folgender C++-Code fiir die

modifizierte unvollstindige Cholesky-Zerlegung:

3.6.6 C++-Methode der MIC

void Algorithms::modifiedIncompleteCholesky (Matrix& A,WriteableMatrix& L)
,WriteableMatrix& U) {
int i,j,k,m,u,dim=A.Size();

double sum, drop;

for (i=0;i<dim;i++) {
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drop=0;
for (k=0;k<5;k++) {
m=A.HashMatrix [i] [k];
if(m'=-1 && m<i) {
sum=0;
for(j=0;j<5;j++) {
u=A.HashMatrix[i1[j];
if(ut=-1 && u<k) {
sum+=L.Get (i,u)*U.Get (u,m) ;

}
L.Set(i,m,(A.Get(i,m)-sum)/U.Get(m,m));
drop+=sum;
} else if(m'=-1 && m>=i) {
m=A.HashMatrix [i] [k];
if(m!'=-1 && m>=i) {
sum=0;
for (j=0;j<5;j++) {
u=A.HashMatrix[i][j];
if(ul=-1 && u<i) {
sum+=L.Get (i,u)*U.Get (u,m) ;

}
U.Set(i,m,(A.Get(i,m)-sum));

drop+=sum;

}
U.Set(i,i,(U.Get(i,i)-drop));

Der Zugriff auf die richtigen Matrixeintrage von A,p tiber B erfolgt hier mit die Methode
A.HashMatrix[i][k], wobei b; , = A.HashMatrix[i][k]. Firi =1,..,nund k =1, ...,5 wird
eine Integer Variable m = b; ; gesetzt. In m wird nun fiir die i — te Zeile der Matrix Ayp
der j — te Zeilenindex gespeichert, fiir den gilt: a; ; # 0.

Nun ist sicher gestellt, dass der Wert A.Get(i,m) = A;,, # 0.

Der Rechenaufwand betrdgt unter diesen Bedingungen lediglich O(5n) ~ O(n).

Analog wiirde diese Vorschrift fiir die unvollstdndige Cholesky-Zerlegung folgen, was wir
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hier nicht mehr explizit anfiihren wollen. Betrachtet man in [Kapitel 5/die Laufzeiten fiir den
PCG-Algorithmus mit diesen Zerlegungen und der angefiihrten Implementierung, sieht
man, wie schnell und effizient die Berechnung vonstatten geht.
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4 Mehrgitterverfahren

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Mehrgittermethoden befassen. Wie
gezeigt hat, spielt die Kondition der zugehorigen Matrix beim Losen von Gleichungssyste-
men eine wichtige Rolle. Zwar konnten wir mit Vorkonditionierung diese Problem in den
Griff bekommen, aber wie zeigen wird, wichst die Anzahl der Iterationsschritte
auch bei den vorkonditionieren Verfahren mit der Gitterweite i1 mit. Mehrgitterverfahren
hingegen sind Gitter unabhédngig, d.h. die Anzahl der Iterationsschritte (oder Zyklen)
héngt nicht davon ab, wie fein wir unser Gitter wahlen ([SAADO3, S. 407]). Der Name
fiir diese Verfahren leitet sich dauraus ab, dass wir gewisse Operationen nicht nur auf
dem zugrunde liegenden Gitter ausfiihren, sondern auf grobere Gitter wechseln. Dadurch
erhalten wir mehrere Gitter beim Losen des Gleichungssystems.

Die Idee dieser Methoden beruht auf der Fehlerglattung. Wir haben bereits festgestellt,
dass beispielsweise das Jacobi-Relaxationsverfahren kurzwellige Fehler nach wenigen
Iterationsschritten nahezu ausloscht. Zudem werden die niederfrequenten Fehleranteile
auf dem feinen Gitter zu hochfrequenten Fehlern auf dem groben Gitter (siehe dazu bei-
spielsweise [STR10, S. 661-676]).

Wir wollen uns in diesem Kapitel an [SAADO03), S. 419-429] halten. Spezifische Matrizen fiir
das zweidimensionale Poisson Problem wurden selbst aufgestellt.

4.1 Grundlagen

1. Glattungseigenschaft der Jacobi-Relaxation
Die kurzwelligen Fehlerterme werden nach wenigen Iterationsschritten geglattet

bzw. verschwinden nahezu (siehe [Abschnitt 3.4).

2. Residuumsgleichung

48



4 Mehrgitterverfahren

Die Residuumsgleichung war gegeben durch:
Adk =7k (4.1)
Die Losung von Aek = ¥ ist dquivalent zur Losung von Au = b fiir ek = 0.
Beweis:
Das Residuum ist an der k — ten Stelle definiert als
r*=b— AuF 4.2)

Der Fehler als
e =ur —uk, 4.3)

wobei u* die exakte Losung darstellt. Betrachten wir jetzt nochmalsGleichung 3.7

Ack = * =b— AuF =0 fiir F = 0. (4.4)

Somit ist
Adk = F — Auk = b falls & = 0. (4.5)
n

4.2 Prolongation

Bevor wir nun auf die Mehrgittermethoden explizit eingehen, miissen wir uns Gedanken
dartiber machen, wie wir von einem Gitter auf das andere kommen. Angenommen wir
befinden uns auf dem groben Gitter (), so ist das Ziel auf ein feineres Gitter (), mit
wenig Rechenaufwand zu kommen und die Werte aus (), sollten auf (), gut gendhert
abgebildet werden. Fiir die Prolongation wéhlen wir hierfiir eine bilineare Interpolati-

on.
Bemerkung:

Wir wahlen der Einfachheit halber N stets so, dass gilt: N = 2" — 1, wobei n € IN- 1. Somit
konnen wir die Schrittweite h auf jedem Gitter komfortabel bestimmen. Es gilt dann z.B.
fiir Nj, = 2" — 1 und fiir Ny, = 21 — 1.
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4.2.1 Interpolationsmatrix

Sei Igh : Oy — ) eine Abbildung mit Igh(uzh) = luy, = uy, wobei I € R(N-1)?xN?
und N die Anzahl der inneren Gitterpunkte in x- und y-Richtung auf dem groben Gitter
ist. Dabei tiberfiihrt die Matrix I Vektoren von )y, auf (};,. Sie ist nicht quadratisch und
kann verschiedene Gestalten haben,z.B.:

L
I
I
-1 I (4.6)
=12 2 | . .
I
I
Fiir I, I, € R@N-DxN gijt.
4 2 0 . 0o 2
2 2 4 0 ... 0 4
4 2 0 0 2
2 2 4 0 ... 0 4
Il pry . ’ 12 = . . (4:.7)
4 2 0 . 0o 2
2 2 4 0 . 0 4
4 2 0 0 2

Wir haben hier die Full-Weighting-Matrix der Interpolation verwendet, da sie zu einem
besseren Ergebnis fiihrt. Dabei werden die Punkte von ()y;, direkt in () tibernommen.
Alle anderen Punkte gehen gewichtet aus ihren jeweiligen Nachbarn aus (), hervor.
Es gibt andere Moglichkeiten der Interpolation, z.B. den Half-Weighting-Operator, auf
die wir in dieser Arbeit nicht explizit eingehen wollen. Zur Veranschaulichung des Full-
Weighting-Operators dient Abbildung 4.1. Es geht in jedes qu auch der gewichtete Wert
aller Nachbarpunkte von u;il des groben Gitters mit ein.
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1 1 1 1

2 2 2 2
o— —0o— —o

RSEVARNE

b |
b | =

B | =
B | =

1
VAN R N
00000

2 2 2 2

Abbildung 4.1: Bei der Interpolation bedienen sich die Punkte vom feinen Gitter
(griin und gelb), bei den gewichteten Punkten des groben Gitters (griin). Direkte

Nachbarn werden mit 3, diagonale Nachbarn mit ; gewichtet.

Fiir das Umsetzen in Programmcode ist es natiirlich ungiinstig eine komplette Matrix-

Vektor-Multiplikation zu implementieren, zumal eine grofse Matrix viel Speicherplatz

erfordert. Aus diesem Grund geben wir die Interpolation in Komponentenschreibweise

an:

2i—-1,2j—1 i . ~
U, =% = ”ziz i,j=1,..,N,

R 1
uiz 12/ ( i,j
2

w4l i=1,., K =1,., 8 1,

2121 1, ij o itljy . N i N
U, _E(“thF”zh )i=1.,N-Lj=1.,N,
2i2 1 i ij+l | idlj i+l s . -
u, " = Z(u2h+u2h ‘g, )i j=1,., N1

(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)

Somit ist nun der Ubergang vom groben zum feinen Gitter bekannt. Nun wollen wir noch

die Gegenrichtung betrachten.
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4.3 Restriktion

Sei Rih : Q) — )y, mit Rﬁh(uh) = Ru, = uy, und R € RV**(2N-1)’ Djege Abbildungs-
vorschrift nennt man Restriktion. Auch hier gibt es unterschiedliche Methoden, wobei in
diesem Abschnitt das Gegenstiick zur obigen Interpolation - der Full-Weighting-Operator
fiir die Restriktion - verwendet wird. Auch dieser stellt den exaktesten Ubergang zwischen
beiden Gittern dar und hat einen speziellen Bezug zur

Matrix I:

1
R=-IT :
1 (4.12)

4.3.1 Restriktionsmatrix

Dadurch ist die Matrixdarstellung gegeben durch:

L
I Ir
R— L L ) (4.13)
L

wobei IlT, IZT die transponierten Matrizen von Iy, I, darstellen.
Fiir die Umsetzung in Code benutzen wir die Komponentenschreibweise:

Fiir ein uyy, auf )y, gilt:

. 1 . s o . o
[ i,j i+1,] i—1,j i,j+1 i,j—1
Uy = E(4uh +2(u, A u, T Hu) T Fuy )
i—1,j—1 i—1,j+1 i+1,j+1 i+1,j—1
+ u;/l /] _|_ u;,l ]+ _|_ u;j’ ]+ _|_ u;j’ /] ) (414)

Das Vorgehen wird in Abbildung 4.2 illustriert.
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Abbildung 4.2: Ausgehend von einem Punkt innerhalb des Gitters, bedient dieser
sich der Werte seiner direkten (12—6 in gelb) und diagonalen Nachbarn (% in griin). Der
Punkt, in dem restringiert wird fliefit mit einer Gewichtung von % (rot) in den neuen

Wert ein.

4.4 Transformation der Matrix

Zum Abschluss sollte noch die Matrix A vom feinen Gitter auf das grobe Gitter transfor-
miert werden. Befanden wir uns nicht auf dem Einheitsquadrat oder hétte A eine nicht
so regelmafiige Struktur wie beispielsweise A;p, dann gilt folgende Transformationsvor-
schrift:

Ay = RA,L (4.15)

mit Ay, Ay, R, I wie oben.

Da wir uns jedoch auf dem Einheitsquadrat befinden und A;p eine giinstige Struktur hat,
wollen wir diesen Abschnitt nicht weiter vertiefen. Lediglich soll angegeben werden, wie
A,j, in unserem Fall nach der Transformation aussieht.
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Beispiel:

Sei N = 7 die Anzahl der inneren Gitterpunkte in x- und y-Richtung des feinen Gitters und

N = 3 die Anzahl der Gitterpunkte in x- bzw. y-Richtung des groben Gitters. Aufierdem sei-
en Ay, € R%%%, A, € R*¥ 1 € R¥*und R € R%*¥. So folgt:

Ay —Id
L A L (M
RAzp, 1 =R.5 I:(Zh)2 —Id A, —Id| = Asp,, (416)
Ag —1d —1Id As

—Id Ay

Die Matrizen Ayp, sind also fiirallei € {2" € IN|n € IN} stets bekannt.

4.5 Das Zweigitterverfahren

Wie in [Abschnitt 2.2| gesehen befinden wir uns bei der Diskretisierung der Poisson-
Gleichung auf einem Gebiet O, = (0, 1)? mit Schrittweite h = % Nach der Ausfiihrung
von k Iterationsschritten des Jacobi-Relaxationsverfahren sind auf diesem Gitter die kurz-

welligen Fehler ek = u* — uf geglittet bzw. nahezu verschwunden. Zudem haben wir die
Aquivalenz der Gleichung Au = f und Ae = r fiir e = 0 gesehen.

Wir berechnen nach k Glattungsschritten das Residuum ¥ und wollen sodann Ahe’,; = rlfl
16sen. Die Losung dieser Gleichung auf einem groberen Gitter ist natiirlich wesentlich
giinstiger, als auf dem feinen Gitter. Darum bringen wir r¥ durch Restriktion auf das gro-
bere Gitter und l16sen die Residuumsgleichung dort direkt. Anschlieffend bringen wir den
approximierten Fehlerterem eéh durch Prolongation zuriick auf das feine Gitter und addie-
ren elli zu u]];, da u* = u* 4 k. Abschliefend wird k mal nachgeglattet. Wir wiederholen
dieses Vorgehen bis zur Konvergenz. Nachfolgend der Pseudocode fiir den Algorithmus

des Zweigitterverfahrens:
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while ||u* —u*|| < TOL

pre-smooth JacobiRelaxationMethod
calculate residual — r* = b — Auk
restrict rlz‘h = erfl
A" = RA"I
set error ey, =0
solve direct A%ey, = 1k,
prolongate ek =1k,
add error uk = uﬁ_l +ef

smooth (optional) ~ JacobiRelaxationMethod

end

Es bleiben zwei Fragen unbeantwortet:
1. Wie soll die Residuumsgleichung auf dem groberen Gitter gelost werden?

2. Wie steht es mit der Konvergenz dieses Verfahrens? Besitzt es die notige Rechenge-
schwindigkeit?

Die Antwort auf die Frage nach der Konvergenz werden wir in dieser Arbeit schuldig
bleiben. Fiir ein weiteres Studium wird [SAADO3), S. 435-437] empfohlen. Als Loser ver-
wenden wir den PCG-Algorithmus aus mit einer modifizierten unvollstindigen
Cholesky-Zerlegung.

Der klare Nachteil dieser Methode liegt natiirlich am Losen der Residuumsgleichung.
Wihlen wir ein sehr feines Gebiet (), mit m = 256, also h = 2}3—6, so liefert das Gebiet ()5,
immer noch ein Gleichungssystem der Dimension n = 1272. Ein System dieser Ordnung

zu losen erfordert grofien Rechenaufwand, der in dieser Form nicht immer erwiinscht ist.
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4.6 Mehrgitter-Algorithmen

Da also das Losen der Residuumsgleichung auf dem groben Gitter einen Loser erfordert,
der zusétzlichen Rechenaufwand bedeutet, ist der Zweigitter-Algorithmus nicht immer
die erste Wahl zum Losen eines Gleichungssystems.

Eine andere Methode ist, das Gitter immer grober zu machen, bis das System direkt 16sbar
ist oder zumindest entsprechend klein ist, um dann wieder auf das feinste Gitter zuriick
zu kehren. Wir erweitern also das Zweigitterverfahren um Rekursion. Denn ruft sich die
Funktion in jedem Iterationsschritt selbst auf und 16st, sobald sie sich auf dem grobsten
Gitter befindet, erhalten wir folgende rekursive Funktion:

V-cycle (u,b)
if (coarsest grid) — return u iyestoria = A~ D
else
pre-smooth JacobiRelaxationMethod

calculate residual  1* = b — Au¥

restrict réh = Rr’,‘,
A% = RA"I
recursion ek, = V-cycle(0,7%,)
prolongate e’fl = Ie’zch
add error ulfl = ullfl + e;‘l
smooth JacobiRelaxationMethod
return uy,

end

Die Schritte sind im wesentlichen die gleichen, als die beim Zweigitterverfahren. Es wird
auf jedem Gitter eine a priori Glattung durchgefiihrt und das Residuum restringiert. Auf
dem grobsten Gitter wird die Residuumsgleichung mit e = 0 gelost. Der Fehlerterm
wird anschlieBend prolongiert und auf dem néchst feineren Gitter zum jeweiligen u*

dazu addiert. Nach einer a posteriori Glattung wird das neu berechnete 1 ebenfalls
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prolongiert. Sobald wir auf das feinste Gitter zuriick gekehrt sind, erhalten wir eine neue

Approximation fiir uf.

Abbildung 4.3: rot: a priori Glattung, gelb: Restriktion, griin: direktes Losen, braun:

Prolongation, blau: a posteriori Glattung und schwarz: a posteriori Glattung und
Korrektur des Fehlers.

Dieser Algorithmus ist auch als V-Zyklus bekannt. Wie dieser Name zustande kommt,
illustriert Abbildung 4.3. Nun gibt es eine weitere Variante, den W-Zyklus (illustriert in
Abbildung 4.4). Durch zweifachen rekursiven Aufruf der Funktion entstehen wesentlich
mehr Wechsel zwischen den Gittern. Nattirlich ist die Rechenzeit durch haufigeres glitten,
16sen, restringieren und prolongieren hoher.
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W-cycle (u,b)
if (coarsest grid) — return u fiyestgria = A1y
else
pre-smooth JacobiRelaxationMethod

calculate residual v = b — Au¥

restrict rlgh = Rr’;j
A% = RAM
recursion &k, = W-cycle(0,7%,)
recursion ef, = W-cycle(0,5;,)
prolongate e'fl = Ie'zch
add error u],j = ullfl + eﬁ
smooth JacobiRelaxationMethod
return uy,

end

YLy

Abbildung 4.4: rot: a priori Glattung, gelb: Restriktion, griin: direktes Losen, braun:

Prolongation, blau: a posteriori Glattung und schwarz: a posteriori Glattung und
Korrektur des Fehlers.

Fiir manche Systeme erhilt man durch schnellere Konvergenz eine kiirzere Rechenzeit, als
bei einem V-Zyklus. Im Falle der Poisson Gleichung ist dies nicht der Fall, wie zei-
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gen wird. AuSerdem ist dort die Gitterunabhdngigkeit schon zu sehen, da die Anzahl der

benotigten Zyklen bis zur Konvergenz nahezu konstant ist.
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In diesem letzten Kapitel werden praktische Code-Beispiele gezeigt. Aufierdem werden
anhand eines Beispiels die Iterationsschritte und Rechenzeit der verschiedenen Verfahren
verglichen.

5.1 Beispiel einer Poisson Gleichung

Seien f : () — R und g : 002 — R stetige Funktionen mit f(x,y) = —4. und
¢(x,y) = x? + y2. Sei auBerdem Q) = (0,1) x (0,1) € R%. Gegeben ist das Randwertpro-
blem

—Au(x,y) = f(x,y)=—-4inQ, (5.1)
u(x,y) = g(x,y) = x*+ y* auf 9Q. (5.2)

Gesucht ist eine Funktion u(x, y), die diese Gleichung 16st.

Offensichtlich 16st der elliptische Paraboloid u(x,y) = x? + y? die partielle Differential-
gleichung, da dyu(x,y) = dyyu(x,y) = 2. Allerdings wollen wir nun diese Lésung auch
numerisch erhalten.

Die gewtiinschte Losung sollte also folgenden Graphen ergeben:
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ubey) = x~2 +yn2

Abbildung 5.1: Die analytische Losung fiir diese Poisson-Gleichung war gegeben
durch u(x,y) = x* + 2.

Zu beachten ist, dass wir Q;, € (0,1)? gewahlt haben. Die Losung unseres Systems sollte

folgenden Graphen als Ergebnis haben:

Plot function

3D Plot

CooDDHIEEN
[SESt= o R NS ]

001
0.2
03 gg 05 065 -
) -9 0.9

Abbildung 5.2: Dieser Graph entspricht der Losung der Poisson-Gleichung auf dem
Einheitsquadrat mit & = 1&;. Die Lésung wurde durch einen V-Zyklus mit 3 Gittern

bestimmt.
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5.2 Bemerkung zur Implementierung in C++

Das gesamte Programm wurde objektorientiert geschrieben, darum ist von Methoden und
Klassen, nicht von Funktionen die Rede. In den folgenden Beispielen wollen wir die L6-
sung der Poisson Gleichung fiir verschiedene Verfahren betrachten. Dafiir werden einige
der Methoden dargestellt. Wir wollen nicht nur die Iterationsschritte genauer betrachten,
sondern auch die Rechenzeit.

An manchen Stellen im Code kommt die Vermutung auf, dass es sich um Pseudocode han-
deln konnte. Dies ist natiirlich nicht der Fall. Es wurden lediglich bestimmte Operatoren

wie *,+,- etc. tiberladen.

5.3 Speicherung von A;p

Fiir eine effiziente Implementierung ist die Speicherung der Poisson-Matrix ein wichtiges
Kriterium. Da die Werte der Diagonale und die der Nebendiagonalen zu jeder Zeit be-
kannt sind und die Matrix symmetrisch ist, werden in der C++-Methode "PoissonMatrix"

lediglich drei double-Werte gespeichert. Somit benttigen wir lediglich drei mal 8 Byte,
also 24 Byte, Speicherplatz fiir die gesamte Matrix.
Fiir die Matrizen L und R, deren Werte ebenfalls nur auf der Diagonale und den 4 Ne-
bendiagonalen ungleich Null sind und die beide ebenfalls symmetrisch sind, gehen wir
dhnlich vor. Da dort die Werte jedoch unterschiedlich sind, werden pro Matrix drei Vek-
toren (vector<double>) angelegt, die pro Matrix einen Speicherplatz von < 24n Bytes
ausmachen. Hier hdngt zwar der Speicherplatz von der Grofie der Matrix ab, ist aber
immer noch {iberschaubar.
Durch diese Art der Speicherung kénnen wir die Matrix-Vektor-Multiplikation, die im
Allgemeinen einen Rechenaufwand von O(n?) hat, anpassen, so dass der Aufwand auf
O(n) sinkt.
vector<double> PoissonMatrix::operator*(const vector<double>& x) {
int dim=x.size () ,n=sqrt(dim);
vector <double> tmp(dim,0) ;
for (int i=0;i<dim;i++) {
tmp [i]+=x[i]*4.0*pow(n+1,2);
if(i<(dim-n)) {
tmp [i]+=x[i+n]*-1.0*xpow(n+1,2);
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tmp [i+n]+=x[i]l*-1.0*pow(n+1,2);
}
if (i%nt!=0) {
tmp [i]+=x[i-1]*-1.0*pow(n+1,2);
tmp [i-1]+=x[i]l*-1.0*pow(n+1,2);

}

return tmp;

5.4 Abbruchkriterien

Um zu verstehen, warum wir Abbruchkriterien benotigen, hier ein kurzes Beispiel:

Das CG-Verfahren konvergiert nach maximal n Schritten bei exakter Arithmetik. Wir
brauchten somit kein Abbruchkriterium, damit wir die optimale Losung finden. Angenom-
men die Dimension der Matrix ist n = 10°. Dann werden trotz der schnellen Konvergenz
eine grofse Anzahl an Iterationen bendtigt, namlich gerade n. Um dies zu vermeiden, lasst
man den Algorithmus abbrechen, sobald eine gewisse Toleranzgrenze erreicht ist. In der
Praxis schédtzt man beispielsweise das k — te Residuum in der A-Norm oder der 2-Norm
gegen 0 ab. In diesem Beispiel wahlen wir folgenden Ansatz:

= ||z < 107 - [|u® — w2, (53)

wobei u* € R" die Losung des Gleichungssystems darstellt.
Im Allgemeinen ist natiirlich die Losung der partiellen Differentialgleichung nicht be-
kannt. Hier existiert die analytische Losung und wir konnen das Abbruchkriterium so

wihlen.
Bemerkung:

In [DRO8, S. 549-583] findet man fiir einige dieser Verfahren und dem gewahlten Abbruch-
kriterium Tabellen mit Vergleichswerten fiir m = 40,80, 160, 320. Da wir die Werte fiir
diese m bereits kennen, beschranken wir uns auf Werte fiir m = 2" — 1,n € IN-1, um einen
besseren Vergleich zu den Mehrgitterverfahren zu erhalten.

63



5 Implementierung und Beispiel

5.5 Jacobi-Verfahren

Wie wir bereits in|[Unterabschnitt 3.2.4|gesehen haben, konvergiert das Jacobi-Verfahren

nur langsam. Es iiberrascht darum nicht, dass einige Iterationsschritte nétig sind, um das
Gleichungssystem zu losen. Trotz einer effizienten Programmierung benétigt die Methode
viel Rechenzeit. Dies illustriert Tabelle 5.1.

m 32 64 128 256

Tterationsschritte || 1340 | 5344 | 21341 | 85282
Rechenzeit in s 0.17 | 2.89 | 47.22 | 771.03

Tabelle 5.1: Je grofier N wird, desto mehr Iterationsschritte und Rechenaufwand ist zum
Losen der Gleichung notig.

Es ist gut zu sehen, dass sich die Anzahl der Iterationsschritte vervierfacht, sobald m
verdoppelt wird.

5.6 Jacobi-Relaxations-Verfahren

Zundchst soll der C++-Code angegeben werden. Setzt man w = 1 erhidlt man obiges
Jacobi-Verfahrens.

int Algorithms::JacobiRelaxationMethod (Matrix& A,vector<double>& Xx,const )
vector<double>& b,const vector<double>& solved) {
vector <double> tmp;
double sum,omega=4.0/5.0;
int n=sqrt(x.size()) ,dim=n*n,steps=0;
double h=1.0/(double) (n+1);
vector<double> r(x.size());
r=x-solved;
double TOL=(r|r)*pow(10,-3);
while (TOL<=(rlr)) {
tmp=x;
for(int i=0;i<n*n;i++) {
sum=0.0;
if (i>=n && i<dim-n) sum+=tmp[i-n]l+tmp[i+n];

if (i<n) sum+=tmp[i+n];
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if (i>=dim-n) sum+=tmp[i-n];
if(i%n!=0) sum+=tmp[i-1];
if(i%n'!=n-1) sum+=tmp[i+1];
x[i]l=omegax1.0/(4.0*pow (1.0/h,2))*(b[i]l+pow(1.0/h,2) *sum)+ )
tmp [i]*(1-omega) ;

r[i]=x[i]-solved[i];

}

steps++;

}

return steps,;

Der Code lédsst erkennen, wie die Struktur von A,p gut ausgenutzt werden kann.

5.6.1 Parameter w = %

In({Unterabschnitt 3.3.3lhaben wir gesehen, das der Spektralradius des Jacobi-Relaxationsverfahrens

ndher an eins liegt als der des Jacobi-Verfahrens, denn:
cos(mth) < 1—w(1—cos(mth)) <1, (5.4)

furw € (0,1).

Aus diesem Grund benétigt das relaxierte Verfahren auch wesentlich mehr Iterationsschrit-

te. Wir betrachten das Verfahren, fiir den Parameter w = %.

m 32 64 128 256

Iterationsschritte || 1676 | 6681 | 26676 | 106603
Rechenzeitin s 023 | 3.86 | 62.95 | 1031.14

Tabelle 5.2: Es ist deutlich zu erkennen, dass das Jacobi-Relaxationsverfahrens als iterativer

Loser ungeeignet ist.
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5.7 CG-Verfahren

Da das CG-Verfahren eines der effizienteren Iterationsverfahren ist, sollten die Messwerte
entsprechend gut sein. Man erkennt aber in Tabelle 5.3 die schlechte Kondition von A;p.
Pro Verdopplung der Gitterweite, verdoppeln sich auch die Iterationsschritte. Die Rechen-

zeit fiir ein sehr feines Gitter ist ebenfalls nicht akzeptabel.

m 32 | 64 128 | 256 | 512

Iterationsschritte || 52 104 | 210 | 420 841
Rechenzeit in s 0.02 1015|133 | 1096 | 87.76

Tabelle 5.3: Ein gutes iteratives Verfahren, dass jedoch fiir feine Gitter nicht die gewiinschte

Effizienz aufweist.

Der C++-Code fiir das CG-Verfahren, wie auch im nichsten Abschnitt fiir das PCG-
Verfahren ist verhiltnisméfiig lang. Wir wollen daher auf das Codebeispiel verzich-

ten.

5.8 PCG-Verfahren

5.8.1 Mit unvollstindiger Cholesky-Zerlegung

Auch wenn man eine klare Verbesserung zum Standardverfahren der konjugierten Gradi-

enten sieht, sind die Ergebnisse immer noch nicht in einem akzeptablen Rahmen.

m 32 | 64 128 | 256 | 512 1024

Iterationsschritte || 16 32 63 126 | 251 502
Rechenzeit in s 0.01 {010 |0.74 | 597 | 47.09 | 373.97

Tabelle 5.4: Es ist anhand der Tabelle schon zu erkennen, dass die Anzahl der Schritte

proportional mit der Gitterweite zunimmt.
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Offensichtlich gilt fiir das vorkonditionierte Verfahren der konjugierten Gradienten, dass
die Anzahl der Schritte ungefihr halb so gro8 ist, als die Gitterweite 1 = L. Fiir die

feinsten Gitter ist die Rechenzeit allerdings ungentigend.

5.8.2 Mit modifizierter unvollstindiger Cholesky-Zerlegung

Im Fall der modifizierten unvollstindigen Cholesky-Zerlegung erwartet man nun einen
deutlichen Effekt auf Anzahl der Iterationsschritte und Rechenzeit.

m 32 | 64 128 | 256 | 512 | 1024

Iterationsschritte || 7 9 12 17 24 33
Rechenzeit in s 0.01 10.03]017|096 | 512 | 27.07

Tabelle 5.5: Es ist deutlich zu erkennen, dass diese Variante des PCG-Verfahrens die

effizientere von beiden darstellt.

Wie Tabelle 5.5 nun eindrucksvoll zeigt, brauchen wir fiir das feinster Gitter maximal 33
Iterationsschritte. Auch die Rechenzeit ist mit 27.07 Sekunden gut. Wie wir im nédchsten
Abschnitt sehen werden, sind lediglich die Mehrgittermethoden schneller und effizien-

ter.

5.9 Das Mehrgitterverfahren

Auch wenn der Zweigitteralgorithmus nicht immer die beste Wahl zur Losung einer
partiellen Differentialgleichung ist, stellt er speziell fiir die Poisson Gleichung eine duflerst
effiziente Methode dar. Besonders bemerkenswert ist bei den Mehrgitterverfahren die
Feinheit des Gitters, dass mit einer maximalen Schrittweite von h = 401—96 diskretisiert

werden kann.

5.9.1 Zweigitterverfahren

Als Loser auf dem grobsten Gitter verwenden wir das PCG-Verfahren mit einer modifi-
zierten unvollstindigen Cholesky-Zerlegung verwendet.
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m 32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
Anzahl der Zyklen || 3 3 3 3 3 3 3 3
Rechenzeit in s 0.01 | 0.02 | 0.13 | 0.55 | 2.54 | 12.08 | 57.66 | 282.13

Tabelle 5.6: Das Losen auf dem groben Gitter erfolgt mit der modifizierten unvollstindigen
Cholesky-Zerlegung.

Ein Iterationsschritt ist ein Zyklus vom feinen auf das grobe Gitter und zurtick.

5.9.2 V-Zyklus

Betrachten wir nun mehr als zwei Gitter, stellt sich durch "trial and error" heraus, dass fiir

die Poisson-Gleichung ein 3-Gitter-V-Zyklus die giinstigste Variante ist. Nachfolgend sind

die durchaus imposanten Werte dargestellt.

m 32 64 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
Anzahl der Zyklen || 5 4 4 4 4 4 4 4
Rechenzeitin s 0.00 | 0.02 | 0.01 | 047 | 197 | 830 | 35.44 | 154.53

Tabelle 5.7: Die Messwerte fiir einen V-Zyklus mit einem feinen und zwei groben Gittern.

Wie nun deutlich wird, sind beim Zweigitterverfahren, wie auch bei der Verwendung eines
V-Zyklus, die Anzahl der Zyklen nahezu konstant. Es ist also nicht vom Gitter abhédngig,
wie oft ein Zyklus durchlaufen werden muss, damit der Algorithmus konvergiert.

Zwar bendtigen wir beim V-Zyklus ca. einen Durchlauf mehr als beim Zweigitteralgorith-
mus, dafiir hat dieser eine geringere Rechenzeit, da er auf einem noch groberen Gitter
16sen kann.

Vergleichen wir nun die Mehrgittermethoden, insbesondere V-Zyklen, mit dem PCG-
Verfahren, so sind deutliche Unterschiede zu erkennen. Das schnellere der vorkonditionie-
ren CG-Verfahren war mit einer modifizierten unvollstindigen Cholesky-Zerlegung. Aber
auch bei diesem Verfahren, ist die Anzahl der Iterationsschritte mit kleinerer Gitterweite h

gewachsen. Auch die Rechenzeit liegt fiir ein Gitter mit m = 1024 weit tiber denen der
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Mehrgittermethoden. Bei diesen war es durch ihre Gitterunabhidngigkeit sogar moglich,

ein noch grofleres m zu wahlen.

5.9.3 W-Zyklus

Abschliefiend werfen wir noch einen Blick auf einen W-Zyklus. Auch hier stellt sich heraus,

dass drei Gitter am giinstigsten sind.

m 32 |64 | 128 | 256 |512 | 1024 | 2048 | 4096
Anzahl der Zyklen || 5 5 5 4 4 4 4 3
Rechenzeit in s 0.01 | 0.05|0.22|0.82|3.74 | 17.31 | 81.88 | 297.59

Tabelle 5.8: Auch bei einem W-Zyklus sieht man deutlich, dass die Anzahl der bendtigten
Zyklen unabhingig von der Gitterweite ist.

Zwar braucht der W-Zyklus nicht mehr Iterationsschritte, jedoch ist der Rechenaufwand
hoher. Es werden pro Zyklus mehr Restriktionen und Interpolationen benétigt. Zudem
werden auf jedem Gitter Glattungen durchgefiihrt. Und es wird ofter direkt gelost. Dies
benotigt mehr Rechenzeit, was durch die Tabelle belegt wird.

Die Implementierung der drei Mehrgittermethoden ist die gleiche. Es wird lediglich beim
Aufruf der C++-Methode die Anzahl der Gitter mitgegeben und ob es ein V- oder W-Zyklus
sein soll. Wahlt man zwei Gitter, so fungiert der Algorithmus als Zweigitterverfahren.

Dieser sieht dann wie folgt aus:

5.9.4 Mehrgitteralgorithmus C++-Methode

vector<double> Algorithms::Cycle(Matrix& A,vector<double>& x,const by
vector<double>& b,int lambda,int theta,Matrix& B,WriteableMatrixé& L,)
WriteableMatrix& U) {
int dim=x.size () ,n=sqrt(dim) ,N2h=(n+1)/2-1,dim2h=pow (N2h,2);
vector<double> r(dim,0) ,E(dim,0) ,r2h(dim2h ,0) ,E2h(dim2h ,0) ;
if (this->Vcounter==1ambda) {
PCGdirect (B,L,U,x,b);
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return Xx;

} else {
this->Vcounter++;
JacobiRelaxation(A,x,b,3);
r=b-A*x;

Restriction(r,r2h,n) ;

E2h=Cycle(A,E2h,r2h,lambda,theta,B,L,U);
if (theta==1) E2h=Cycle(A,E2h,r2h,lambda,theta,B,L,U);

Interpolation(E2h,E,n);
x+=E;
JacobiRelaxation(A,x,b,3);
this->Vcounter --;

return Xx;
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6 Fazit

Diese Arbeit hat gezeigt, wie die Poisson Gleichung auf ihrem Gebiet diskretisiert werden
kann. Das daraus resultierende Gleichungssystem Au = f ermoglicht uns, auf eine Band-
breite von Losungsverfahren zuriick greifen zu konnen. Wir haben gesehen, dass iterative
Verfahren ihre Daseinsberechtigung haben, da einige von ihnen schnell, sehr gute Losun-
gen des Gleichungssystems liefern. Allen voran ist hier das Verfahren der konjugierten
Gradienten. Konditioniert man die Ausgangsmatrix geschickt vor, so konnen wir grofe
Systeme effizient 16sen. Das Umsetzen in Programmcode ist fiir die vorkonditionierten
Verfahren nicht immer einfach, vor allem weil man versuchen mdochte, die Rechenzeit so
klein wie moglich zu halten.

Die Implementierung der Mehrgittermethoden dagegen ist weitaus einfacher. Jedoch ist
hier darauf zu achten, wie man die Poisson Gleichung aufstellt und wie Operationen wie
Restriktion und Prolongation geschickt programmiert werden. Hat man dieses Programm
geschrieben, so wird man mit einer Gitter unabhéngigen Anzahl an Zyklen und enorm
kurzer Rechenzeit belohnt.

Die Mehrgittermethoden stellen zur Losung der Poisson Gleichung ein hervorragen-
des Werkzeug dar. Es ist schwer vorstellbar, dass in naher Zukunft ein &hnlich effizi-
enter Algorithmus zur Losung elliptischer partieller Differentialgleichungen entwickelt

wird.
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7 C++-Code

7.1 Hauptprogramm

#include "classes.h"”

int main(int argc, char const xargv[]) {
const char *method;
int arg,alg,steps=0;
if (argc<4) {
printf ("\n");
printf ("Chooseyyour, preferedyalgorithm:\n[1],Conjugate,Gradient) )
n[2]uP.UConjugateuGradientu(ICG)\n[3]uP.ConjugateuGradientu()
MICG)\n[4]yTwo,Gridy, (square, numbers of, 2, recommended!)\n[5],V )
—Cycleu(squareunumbersuofu2urecommended!)\n[6]uW—Cycleu()
squareunumbersuofUZUrecommended!)\n[7]uJacobiuMethod\n[8]u)
JacobiuReZamationuMethodu\n[QJUGauss—Seidel—Method\n[lO]USORuD
Method\n") ;
scanf ("/d",&alg) ;
printf(”Chooseuyourum,Uwhereuh=1/muandUN=m—1UnumberuofugriduD
pointsyinyzyandyy,direction:\n");
scanf ("/d",&arg) ;
arg=arg-1;
} else {
arg=atoi (&*argv[1]) -1;alg=atoi (&*xargv[2]);

PoissonMatrix A(arg);
LowerMatrix L(arg);
UpperMatrix U(arg);
Boundary B(arg,1);
Startvector X(arg,0.0);
Algorithms Run(arg);
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double timer,start=0.0,end=0.0;

start=clock () ;

if (alg==1) {

method="Conjugate, Gradient";

7 C++-Code

if (arg<512) steps=Run.CG(A,X.x,B.b,B.solved);

else steps=-1;
}
if (alg==2) {

method="P.,Conjugate, Gradient, (ICG)";

if (arg<1024) A
A.InitHashMatrix();

Run.incompleteLU(A,L,U);
steps=Run.PCG(A,L,U,X.x,B.b,B.solved);

} else steps=-1;
}
if (alg==3) {

method="P.,Conjugate, Gradient, (MICG)";

if (arg<1024) {
A.InitHashMatrix () ;

Run.modifiedIncompleteCholesky (A,L,U);
steps=Run.PCG(A,L,U,X.x,B.b,B.solved);

} else steps=-1;
}
if (alg==4) {

method="Two,Grid";

if (arg<4096) steps=Run.MultiGridMethod (A,X.

else steps=-1;

X

if (alg==5) {
method="V-Cycle"”;

if (arg<4096) steps=Run.MultiGridMethod (A,X.

else steps=-1;

X

if (alg==6) {
method="W¥-Cycle";

if (arg<4096) steps=Run.MultiGridMethod (A,X.

else steps=-1;
}
if (alg==7) {
method="Jacobi ,Method";

if (arg<256) steps=Run.JacobiMethod(A,X.x,B.
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7 C++-Code

else steps=-1;
}
if (alg==8) {
method="Jacobi Relazation, Method";
if (arg<256) steps=Run.JacobiRelaxationMethod(A,X.x,B.b,B.solved) )
else steps=-1;
}
if (alg==9) {
method="Gauss -Setdel -Method";
if (arg<256) steps=Run.GaussSeidelMethod(A,X.x,B.b,B.solved);
else steps=-1;
}
if (alg==10) A
method="SO0R,,Method";
if (arg<512) steps=Run.SORMethod(A,X.x,B.b,B.solved);

else steps=-1;

end=clock () ;
timer=(end-start)/CLOCKS_PER_SEC;

printf ("/sywith,/d, steps, in,/f,seconds. \n
X.WriteToFile () ;

", method,steps,timer);

return EXIT_SUCCESS;

vector <double> operator-(const vector<double>% lhs, const vector<double )

>& rhs) {

vector <double> tmp(lhs);

for (int i=0;i<(int)lhs.size();i++) {
tmp [i]=1hs[i]-rhs[i];

}

return tmp;

void operator+=(vector<double>& lhs, const vector<double>& rhs) {

for(int i=0;i<(int)rhs.size () ;i++) {
lhs[i]l+=rhs[i];
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106 vector<double> operator*(double x, vector<double> rhs) {

107 vector <double> tmp(rhs);

108 for (int i=0;i<(int)rhs.size();i++) {
109 tmp [i]=x*rhs[i];

110 }

111 return tmp;

12}

113

114 double operatorl(const std::vector<double>& x,const std::vector<doub1e>&)

y) {
115 double norm=0.0;
116 for(int i=0;i<(int)x.size();i++) {
17 norm+=x[i]l*y[i];
118 }
119 return sqrt(norm);

120 }
121

12 double operator*(const std::vector<double>& x,const std::vector<doub1e>&)

y) {
123 double ip=0.0;
124 for (int i=0;i<(int)x.size () ;i++)
125 ip+=x[il*y[i];
126 return ip;

127}

7.2 Klassen

1 #ifndef CLASSES_H
2 #define CLASSES_H

4 #include <iostream>
5 #include <cstdlib>

6 #include <cmath>

7 #include <fstream>

g8 #include <cstdio>

9 #include <vector>

10 #include <assert.h>
11 #include <time.h>

12 using namespace std;
13

14 vector<double> operator -(const vector<double>&,const vector<double>&) ;
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void operator+=(vector <double>&,const vector<double >&) ;
vector<double> operator*(double,vector <double>) ;
double operator|(const vector<double>&,const vector<double>&);

double operator*(const vector <double >&,const vector <double>&) ;

class Matrix {

public:

vector<vector<int> > HashMatrix;

virtual int Size ()=0;

7 C++-Code

virtual double Get(int,int)=0;

virtual vector<double> operator*(const

};

class WriteableMatrix : public Matrix {

public:

virtual void Set (int,int,double)=0;

};

class PoissonMatrix : public Matrix {

private:
int dim;
int n;
double diagonal;
double tridiagonal;
double identity;
public:
PoissonMatrix (int) ;
~“PoissonMatrix () ;
int Size();
double Get(int, int);
void InitHashMatrix () ;

vector<double> operator*(const vector<double>&) ;

};

class LowerMatrix : public WriteableMatrix {

private:
int dim;
int n;

public:
LowerMatrix (int) ;
~“LowerMatrix () ;

vector<double> diagonal;
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7 C++-Code

vector<double> tridiagonal;
vector<double> identity;
int Size();

double Get (int,int) ;

void Set (int,int,double) ;

vector<double> operator*(const

};

class UpperMatrix : public LowerMatrix

private:
int dim;
int n;
public:
UpperMatrix (int) ;
“UpperMatrix () ;
double Get (int,int) ;
void Set(int,int,double) ;

vector<double> operator*(const

};

class Vectors {
public:

virtual double Get(int)=0;
virtual int Size ()=0;
void WriteToFile () ;
double f(double,double,int);
double g(double,double,int);

};

class Boundary : public Vectors {

private:
int dim;
int n;
double h;
int k;

public:
Boundary (int, int) ;
~“Boundary () ;
vector <double> b;
vector<double> solved;
double Get (int);

int Size();
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9 };

100

11 class Startvector : public Vectors {
102 private:

103 int dim;

104 int n;

105 double value;

106 public:

107 Startvector (int ,double) ;
108 “Startvector () ;

109 vector <double> x;

110 double Get (int);

111 int Size () ;

12}

113

14 class Algorithms {

115 private:

116 int n;

117 int dim;

118 double h;

119 int Vcounter;

120 public:

121 Algorithms (int) ;

122 “Algorithms () ;

123 int JacobiMethod (Matrix&,vector<double>&,const vector<double>&,)
const vector<double>&) ;

124 int JacobiRelaxationMethod (Matrix&,vector<double>&,const vector< )
double>&,const vector<double>&) ;

125 int GaussSeidelMethod (Matrix&,vector <double>&, const vector <y
double >&,const vector<double>&) ;

126 int SORMethod (Matrix&,vector <double>&, const vector<doub1e>&,)
const vector<double >&) ;

127 int CG(Matrix&,vector<double>&,const vector <double>&,const by
vector <double >&) ;

128 int PCG(MatriX&,WriteableMatrix&,WriteableMatrix&,vector<double)
>&,const vector<double>&,const vector<double>&) ;

129 void modifiedIncompleteCholesky (Matrix&, WriteableMatrixé&, D
WriteableMatrix&) ;

130 void incompletelLU(Matrix&,WriteableMatrix&,WriteableMatrix&) ;

131 void LUsolverUpper (Matrix&,Matrix&,vector<double>&) ;

132
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#endif
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void JacobiRelaxation(Matrix&,vector<double>&, const vector<y
double>&,int) ;

void Restriction(const vector<double>&,vector<double>&,int);

void Interpolation(const vector<double>&,vector<double>&,int);

vector<double> Cycle(Matrix&,vector<double>&, const vector <double ;
>%,int ,int ,Matrix&,WriteableMatrix&,WriteableMatrix&) ;

int MultiGridMethod (Matrix&,vector<double>&,const vector<double)
>&,const vector<double>&,int);

void PCGdirect(Matrix&,WriteableMatrix&,WriteableMatrix&,vector<)
double>&,const vector<double>&) ;

void CGdirect (Matrix&,vector <double>&,const vector<double>&) ;

7.3 Poisson Matrix Klassen

#include

"classes.h"

PoissonMatrix::PoissonMatrix(int n) {

this -
this-
this-
this -
this -

>n=n;

>dim=n*n;

>diagonal=4.0*pow ((n+1),2);
>tridiagonal=-1.0*pow ((n+1),2);
>identity=-1.0%pow((n+1) ,2);

void PoissonMatrix::InitHashMatrix() {

vector<int> tmp(5,-1);

for (

int i=0;i<this->dim;i++) {
if (i<this->n) {
if (i==0) {
tmp [0]=1;
tmp [1]=i+1;
tmp [2]=i+this->n;
tmp [3]=-1;
tmp [4]=-1;
} else if(i%this->n'!'=this->n-1 && i!=0) {
tmp [0]=i-1;
tmp [1]=1;
tmp [2]=i+1;
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tmp [3]=i+this->n;

tmp [4]=-1;
} else {
tmp [0]=i-1;
tmp [1]=1;
tmp [2]=i+this->n;
tmp [3]=-1;
tmp [4]=-1;

3

} else if(i>=this->n && i<this->dim-this->n) {

if (i%this->n==0) {
tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=1;
tmp [2]=1i+1;
tmp [3]=i+this->n;
tmp [4]=-1;

} else if(i%this->n==this->n-1) {
tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=i-1;
tmp [2]=1;
tmp [3]=i+this->n;
tmp [4]=-1;

} else {
tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=i-1;
tmp [2]=1;
tmp [3]=1+1;
tmp [4]=i+this->n;

}

} else if(i>=this->dim-this->n) {
if (i==this->dim-1) {
tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=i-1;

tmp [2]=1;
tmp [3]=-1;
tmp [4]=-1;

} else if(i%this->n!=0 && il!=this->dim-1) {

tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=i-1;

tmp [2]=1;

tmp [3]=i+1;

tmp [4]=-1;
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} else {
tmp [0]=i-this->n;
tmp [1]=1;
tmp [2]=i+1;
tmp [3]=-1;
tmp [4]=-1;
¥
}
HashMatrix.push_back (tmp) ;
}
}
PoissonMatrix:: PoissonMatrix () {
vector<vector<int> >().swap(HashMatrix);
}

int PoissonMatrix::Size() {

return dim;

double PoissonMatrix::Get(int i,int j) {

if (i==3) A
return diagonal;
} else if ((j==(i+1) && i%n'=(n-1)) || (j==(i-1) && i%n!=0)) {

return tridiagonal;

} else if ((j==(i+n)) || (j==(i-n))) A
return identity;

} else {

return 0.0;

vector<double> PoissonMatrix::operator*(const vector<double>& x) {
int dim=x.size () ,n=sqrt(dim);
vector <double> tmp(dim,0) ;
for(int i=0;i<dim;i++) {
tmp [i]+=x[i]*4.0*pow(n+1,2);
if (i<(dim-n)) {
tmp [1]+=x[i+n]*-1.0*pow(n+1,2);
tmp [i+n]+=x[i]l*-1.0*pow(n+1,2);
}
if (i%n!=0) {
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tmp [1]+=x[i-1]*-1.0*pow(n+1,2);
tmp[i-1]+=x[i]l*-1.0*pow(n+1,2);

3

return tmp;

7.4 Cholesky-Zerlegung Klassen

#include "classes.h"”

LowerMatrix::LowerMatrix(int n) {
this->n=n;
this->dim=n*n;

this->diagonal.assign(dim,1);

this->tridiagonal.assign(dim-1,0);

this->identity.assign(dim-n,0);

}

LowerMatrix:: " LowerMatrix () {
vector<double >() .swap (diagonal);
vector<double>() .swap(tridiagonal) ;
vector <double>() .swap(identity) ;

}

int LowerMatrix::Size () {

return dim;

void LowerMatrix::Set(int i,int j,double value)

if (i==3j) A
diagonal[i]l=value;

} else if(j==(i-1)) {
tridiagonal[jl=value;

} else if(j==(i-n)) {
identity[jl=value;

double LowerMatrix::Get(int i,int j)
if (i==3j) A

{
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33 return diagonall[il;

34 } else if(j==(i-1)) {

35 return tridiagonall[j];
36 } else if(j==(i-n)) {

37 return identity[j];

38 } else {

39 return 0.0;

40 }

a }

42

3 std::vector<double> LowerMatrix::operator*(const std::vector<double>& z) )

{
44 dim=z.size () ;
45 std::vector<double> tmp(z);
46 for(int i=0;i<dim;i++) {
47 if (i>=n) {
48 tmp [i] -=tmp [i-n]l*Get(i,i-n);
49 ¥
50 if (i%n'=0) {
51 tmp [i] -=tmp [1-11*Get (i,1i-1);
5 }
53 tmp[i]/=Get (i,1i);
54 }
55 return tmp;
56
57
58 UpperMatrix::UpperMatrix (int n) : LowerMatrix(m) {
59 this->n=n;
60 this->dim=n*n;
61 this->diagonal.assign(dim,0);
62 this->tridiagonal.assign(dim-1,0);
63 this->identity.assign(dim-n,0);
64}

65

66 UpperMatrix::~UpperMatrix () {

67 vector <double >() .swap(diagonal) ;

68 vector<double>() .swap(tridiagonal);
69 vector <double >() .swap(identity) ;
70}

71
72 double UpperMatrix::Get(int i,int j) {

73 return LowerMatrix::Get(j,i);
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74}

75

76 void UpperMatrix::Set(int i,int j,double value) {
77 return LowerMatrix::Set(j,i,value);

78}

79

80 std::vector<double> UpperMatrix::operator*(const std::vector<double>& z)

{
81 std::vector<double> tmp(z);
82 for(int i=dim-1;i>=0;i--) {
83 tmp [i] -=tmp [i]*Get (i,1);
84 if (i<=(dim-n)) {
85 tmp [i] -=tmp [i+n]l*Get (i,i+n);
86 }
87 if(i%n'!'=0) {
88 tmp [i] -=tmp [i+1]*Get (i,i+1);
89 }
90 tmp [i]/=Get (i,1);
91 }
92 return tmp;

93}

7.5 Vektor Klassen

1 #include "classes.h"”

3 double Vectors::f(double x,double y,int k) {

4 double val;

5 if (k==1) val=-4.0;
6 return val;

7}

9 double Vectors::g(double x,double y,int k) {

10 double val;

11 if (k==1) val=pow(x,2)+pow(y,2);
12 return val;

13}

14
15 void Vectors::WriteToFile() {

16 FILE *xfile;

17 file=fopen("../plot/plot.dat","w");
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if (file==NULL)
printf ("<td,colspan=2>ERROR:, Could, not open,filel</td>");
else {
for (int i=0,k=0;i<=sqrt(Size());i++) {
for(int j=0;j<=sqrt(Size());j++) {
if (i==0) {
continue;
} else if(i!=0) {
if (j==0) {
continue;
} else if(j'=0){
fprintf (file, "JfuZfuZf\n",(double)j/(double) ()
sqrt (Size ())) ,(double)i/(double) (sqrt(Size()) )
) ,Get (k));
kK++;

B

}
fprintf (file, "\n");

}
fclose (file);

Boundary::Boundary (int n,int k) {
this->n=n;
this->dim=n*n;
this->h=1.0/(double) (n+1) ;
this->k=k;
this->b.resize(dim) ;

this->solved.resize (dim) ;

for(int i=1,k=0;i<=n;i++) {

for(int j=1;j<=n;j++,k++) {
solved [k]=g(j*h,i*h,this->k);
b[k]=f (i*h, j*h,this->k);
if (i==1) bl[k]l+=pow(1.0/h,2)*g(j*h,0,this->k);
if (i==n) b[k]l+=pow(1.0/h,2)*g(j*h,1,this->k);
if(j==1) blkl+=pow(1.0/h,2)*g(0,ixh,this->k);
if (j==n) blkl+=pow(1.0/h,2)*g(1,i*xh,this->k);
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89

Boundary::“Boundary () {
vector <double >() .swap (b) ;

double Boundary::Get(int i) {

return this->b[i];

int Boundary::Size() {

return b.size();

7 C++-Code

Startvector::Startvector (int n,double value)

this->n=n;
this->dim=n%*n;
this->value=value;

this->x.assign(dim,value);

Startvector::~“Startvector () {

vector <double >() .swap (x) ;

double Startvector::Get(int i) {

return this->x[i];

int Startvector::Size() {

return x.size();

7.6 Algorithmen

#include "classes.h'”

Algorithms::Algorithms (int n) {
this->n=n;
this->dim=n%*n;
this->h=1.0/(double) (n+1) ;
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7 this->Vcounter=0;

10 Algorithms:: Algorithms () {}
11
12 void Algorithms::PCGdirect(Matrix& A,WriteableMatrix& L,WriteableMatrix& )

U,vector<double>& x,const vector<double>& b) {

13 int dim=x.size();

14 double alpha,beta=0.0,numl,num2,denom;
15

16 vector<double> r(dim) ,Ap(dim);
17 r=b-A*x;

18 vector <double> z(r),rTmp(r);
19 z=Lx*z;

20 LUsolverUpper (A,U,z);

21 vector<double> p(z),zTmp(z);
2

23 num2=zTmp*rTmp ;

24 numl=num?2 ;

25 double TOL=pow (10,-2)*(r|r);
26 while (TOL<(rlr)) {

27 Ap=Ax*xp;

28 denom=p*Ap;

29 alpha=num2/denom;

30

31 for(int i=0;i<dim;i++) {
» x[i]+=alphax*p[i];

33 r[i] -=alphax*Ap[i];

34 ¥

35

36 zZ=r;

37 z=L*z;

38 LUsolverUpper (A,U,z);

39 zTmp=z;

40

41 num2=zx*r;

Py beta=num2/numi ;

3

44 for(int i=0;i<dim;i++) {
45 plil=z[il+betaxp[i];
16 }

47 rTmp=r;
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numl=num?2 ;

void Algorithms::CGdirect (Matrix& A,vector<double>& x,const vector<y

double>& b) {

double alpha,beta=0.0,numl,num2,denom;

int dim=x.size();

vector<double> r(dim) ,Ap(dim);
r=b-A%*x;

vector<double> p(r) ,rTmp(r);

num2=rTmp*rTmp ;
numl=num?2;
double TOL=pow (10,-3)*(rlr);
while (TOL<(rlr)) {
Ap=Axp;
denom=p*Ap;

alpha=num2/denom;

for (int i=0;i<dim;i++) {
x[il+=alphax*pl[i]l;
r[i]l -=alphax*Ap[i];

num2=r*r;

beta=num2/numl ;

for(int i=0;i<dim;i++) {
plil=r[il+betaxp[il;

}

rTmp=r;

numl=num?2 ;

void Algorithms::JacobiRelaxation(Matrix& A,

vector<double>& b, int steps) {
vector<double> tmp;
tmp=x;

double sum,omega=4.0/5.0;
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int n=sqrt(x.size()) ,dim=nx*n;
for(int k=0;k<steps;k++) {
for(int i=0;i<n*n;i++) {
sum=0.0;
if (i>=n && i<dim-n) sum+=tmp[i-n]l+tmp[i+n];
if (i<n) sum+=tmp[i+n];
if (i>=dim-n) sum+=tmp[i-n];
if(i%n!=0) sum+=tmp[i-1];
if(i%n'!=n-1) sum+=tmp[i+1];
x[il=omega=*1.0/(4.0*%pow (1.0/h,2))*(b[il+pow (1.0/h,2)*sum)+ )
tmp [1i]*(1-omega) ;
tmp [1]=x[1i];

void Algorithms::Restriction(const vector<double>& r,vector<double>& r2h )
,int n) {
for(int i=1,1=0,k=0;i<=n;i++) {
for(int j=1;j<=n;j++,k++) {
if (i%2==0 && j%2==0) A
r2h[11=1.0/16.0%(4.0*r[k]+2.0*(r[k-1]+r[k+1]+r[k-nl+r[k+
n])+r[k+n-1]+r[k+n+1]+r[k-n-1]+r[k-n+1]);

1++;

B

void Algorithms::Interpolation(const vector<double>& E2h,vector<double>&,
E,int n) {
for(int i=1,k=0,1=0;i<=n;i++) {
for(int j=1;j<=n;j++,k++) {
if (i%2==0 && j%2==0) {
E[k]=E2h[1];
1++;

}
for(int i=1,k=0;i<=n;i++) {
for(int j=1;j<=n;j++,k++) {
if (i%2==0 && j%2!'=0) {
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if(j'=1 && j'=n) E[k]=1.0/2.0%x(E[k-1]1+E[k+1]);
if (j==1) E[k]1=1.0/1.0*(E[k+1]);
if (j==n) E[k]=1.0/1.0%(E[k-11);

3

if (i%2!'=0 && j%2==0) {
if(i'=1 && i'=n) E[k]=1.0/2.0%(E[k-n]+E[k+n]);
if(i==1) E[k]=1.0/1.0%(E[k+n]);
if (i==n) E[k]=1.0/1.0%(E[k-n]);

3

if (i%2!'=0 && j%2'=0) {

if(il=1 && j'=1 && i'=n && j'=n) E[k]=1.0/4.0*(E[k+n-1]+ )

Elk+n+1]+E[k-n+1]1+E[k-n-1]) ;

if (i==1 &&
if (i==n &&
if (i==1 &&
if (i==n &&
if (i==1 &&
-11)
if (i==n &&
+11) ;
if (j==1 &&
+11)
if (j==n &&
-11)

j==1) E[k]=1
j==n) E[k]=1
j==n) E[k]=1
j==1) E[k]=1

.0/1
.0/1
.0/1
.0/1

.0%(E[k+n+1]);
.0x(E[k-n-1]1);
.0%(E[k+n-1]1) ;
.0x(E[k-n+1]);

j'=1 && j'=n) E[k]=1.0/2.0%(E[k+n+1]+E[k+n

j!=1 && j!=n) E[k]=1.0/2.0%(E[k-n-1]+E[k-n )

it=1 && i!=n) E[k]=1.0/2.0*%(E[k+n+1]+E[k-n

it=1 && i'!=n) E[k]=1.0/2.0%(E[k+n-1]+E[k-n

vector <double> Algorithms::Cycle(Matrix& A,vector<double>& x,const D

vector<double>& b,int lambda,int theta,Matrix& B,WriteableMatrix& L, )

WriteableMatrix& U) {

int dim=x.size () ,n=sqrt(dim) ,N2h=(n+1)/2-1,dim2h=pow (N2h,2);

vector<double> r(dim,0) ,E(dim,0) ,r2h(dim2h,0) ,E2h(dim2h,0) ;

if (this->Vcounter==1ambda) {
PCGdirect (B,L,U,x,b);

// CGdirect(A,x,b);

return x;
} else {

this->Vcounter++;

JacobiRelaxation(A,x,b,3);
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r=b-A%*x;

Restriction(r,r2h,n);

E2h=Cycle (A,E2h,r2h,lambda, theta,B,L,U);

if (theta==1) E2h=Cycle(A,E2h,r2h,lambda,theta,B,L,U);
Interpolation(E2h,E,n);

x+=E;

JacobiRelaxation(A,x,b,3);

this->Vcounter --;

return x;

int Algorithms::MultiGridMethod (Matrix& A,vector<double>& x,const vector )
<double>& b,const vector<double>& solved,int alg) {
int steps=0,dim=x.size();
vector<double> r(dim);
r=x-solved;
int number0fGrids=2,VW=0,n=0;
if (alg==4) {
number0fGrids=1;
VWw=0;
n=((int)sqrt(dim)+1) /2-1;
}
if (alg==5) {
number0fGrids=2;
VW=0;
n=((int)sqrt(dim)+1) /4-1;
}
if (alg==6) {
number0fGrids=2;
Vw=1;
n=((int)sqrt(dim)+1) /4-1;
}
PoissonMatrix B(n);
LowerMatrix L(n);
UpperMatrix U(n);
B.InitHashMatrix () ;
modifiedIncompleteCholesky (B,L,U);
double TOL=pow (10,-3)*(rlr);
while (TOL<=(rlr)) A
x=Cycle(A,x,b,number0fGrids ,VW,B,L,U);

r=x-solved;
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202 steps++;
203 }

204 return steps;
205}

206
207 int Algorithms::JacobiMethod (Matrix& A,vector<double>& x,const vector<
double>& b,const vector <double>& solved) {

208 vector<double> tmp;

209 double sum;

210 int n=sqrt(x.size()) ,dim=n*n,steps=0;
211 double h=1.0/(double) (n+1) ;

212 vector<double> r(x.size());

213 r=x-solved;

214 double TOL=(r|r)*pow(10,-3);

215 while (TOL<=(rlr)) {

216 tmp=x;

217 for(int i=0;i<n*n;i++) {

218 sum=0.0;

219 if (i>=n && i<dim-n) sum+=tmp[i-n]l+tmp[i+n];
220 if (i<n) sum+=tmp [i+n];

21 if (i>=dim-n) sum+=tmp[i-n];
m if(i%n!=0) sum+=tmp[i-1];

223 if(i%n'!'=n-1) sum+=tmp[i+1];
224 x[1i]=1.0/(4.0*%pow(1.0/h,2))*(b[il+pow(1.0/h,2)*sum) ;
25 rl[il=x[i]l-solved[i];

26 }

227 steps++;

28 }

229 return steps;

230 }

231
22 int Algorithms::JacobiRelaxationMethod (Matrix& A,vector<double>& X,const )

vector<double>& b,const vector<double>& solved) A{

233 vector<double> tmp;

234 double sum,omega=4.0/5.0;

235 int n=sqrt(x.size()) ,dim=n*n,steps=0;
236 double h=1.0/(double) (n+1);

237 vector<double> r(x.size());

238 r=x-solved;

239 double TOL=(r|r)*pow(10,-3);

240 while (TOL<=(rlr)) {

241 tmp=x;
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for(int i=0;i<n*n;i++) {
sum=0.0;
if (i>=n && i<dim-n) sum+=tmp[i-n]+tmp[i+n];
if (i<n) sum+=tmp[i+n];
if (i>=dim-n) sum+=tmp[i-n];
if(i%n!=0) sum+=tmp[i-1];
if(i%n'!'=n-1) sum+=tmp[i+1];
x[il=omega*1.0/(4.0*pow (1.0/h,2))*(b[il+pow (1.0/h,2)*sum)+ )

tmp [i]*(1-omega) ;

r[il=x[i]-solved[i];

}

steps++;

}

return steps;

int Algorithms::GaussSeidelMethod (Matrix& A,vector<double>& x,const hy
vector<double>& b,const vector<double>& solved) {
double sum;
int n=sqrt(x.size()) ,dim=n*n,steps=0;
double h=1.0/(double) (n+1);
vector <double> r(x.size());
r=x-solved;
double TOL=(r|r)*pow(10,-3);
while (TOL<=(rlr)) A
for(int i=0;i<n*n;i++) {
sum=0.0;
if (i>=n && i<dim-n) sum+=x[i-n]l+x[i+n];
if (i<n) sum+=x[i+n];
if (i>=dim-n) sum+=x[i-n];
if(i%n'=0) sum+=x[i-1];
if(i%n'=n-1) sum+=x[i+1];
x[i]=1.0/(4.0*pow(1.0/h,2))*(b[i]+pow(1.0/h,2) *sum) ;
rli]=x[i]-solved[i];
}
steps++;
}

return steps;

int Algorithms::SORMethod (Matrix& A,vector<double>& x,const vector<y
double>& b,const vector<double>& solved) {
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double sum,Pi=3.141592654,omega=2/(1+sqrt(1-pow(cos(Pix*h) ,2)));
int n=sqrt(x.size()) ,dim=n*n,steps=0;
double h=1.0/(double) (n+1);
vector<double> r(x.size());
r=x-solved;
double TOL=(r|r)*pow(10,-3);
while (TOL<=(rlr)) A
for(int i=0;i<n*n;i++) {
sum=0.0;
if (i>=n && i<dim-n) sum+=x[i-n]l+x[i+n];
if (i<n) sum+=x[i+n];
if (i>=dim-n) sum+=x[i-n];
if(i%n'=0) sum+=x[i-1];
if(i%n'=n-1) sum+=x[i+1];
x[i]l=omega*1.0/(4.0*pow (1.0/h,2))*(b[il+pow(1.0/h,2)*sum)+x[)
il*(1-omega);
rlil]=x[i]-solved[i];
}
steps++;
}

return steps;

int Algorithms::CG(Matrix& A, vector<double>& x,const vector<double>& b,)

const vector<double>& solved) {
double alpha,beta=0.0,numl,num2,denom;

int steps=0;

vector<double> r(dim) ,Ap(dim) ,tmp(dim,1) ;
r=b-A*x;

vector<double> p(r) ,rTmp(r);

num2=rTmp*rTmp ;
numl=num?2;
double TOL=pow(10,-3)*((x-solved) |(x-solved));
while (TOL<(tmp | tmp)) A
Ap=Ax*p;
denom=p*Ap;

alpha=num2/denom;

for (int i=0;i<dim;i++) {

x[i]+=alphax*p[i];
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r[i]-=alphax*Ap[i];

num2=r*r;

beta=num2/numl ;

for(int i=0;i<dim;i++) {
plil=r[il+betaxp[i];
tmp [i]=x[i]-solved[i];

}

rTmp=r;

numl=num?2 ;

steps++;

}

return steps;

int Algorithms::PCG(Matrix& A,WriteableMatrix& L,WriteableMatrix& U,)
vector<double>& x,const vector<double>& b,const vector<double>& D
solved) {
double alpha,beta=0.0,numl,num2,denom;

int steps=0;

vector<double> r(dim) ,Ap(dim) ,tmp(dim,1) ;
r=b-A%*x;

vector <double> z(r) ,rTmp(r);

z=Lx*z;

LUsolverUpper (A,U,z);

vector <double> p(z),zTmp(z);

num2=zTmp*rTmp;
numl=num?2 ;
double TOL=pow(10,-3)*((x-solved) |(x-solved));
while (TOL<(tmp|tmp)) A{
Ap=Axp;
denom=p*Ap;

alpha=num2/denom;
for (int i=0;i<dim;i++) {

x[i]l+=alphax*p[i];
r[i]-=alphax*Ap[i];
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z=r;
z=Lx*z;
LUsolverUpper (A,U,z);

zTmp=2z;

num2=zx*r;

beta=num2/numi ;

for(int i=0;i<dim;i++) {
plil=z[il+betax*p[i];
tmp[il=x[i]-solved[i];

}

rTmp=r;

numl=num?2 ;

steps++;

}

return steps;

void Algorithms::modifiedIncompleteCholesky (Matrix& A,WriteableMatrix& L)

,WriteableMatrix& U) {
int i,j,k,m,u,dim=A.Size();

double sum, drop;

for(i=0;i<dim;i++) {
drop=0;
for (k=0;k<5;k++) {
m=A.HashMatrix [i] [k];
if(m!=-1 && m<i) {
sum=0;

for(j=0;3j<5;j++) {

u=A.HashMatrix [i][j];

if (ut=-1 && u<k) {

sum+=L.Get (i,u) *U.Get (u,m);

3

L.Set(i,m,(A.Get(i,m)-sum)/U.Get(m,m)) ;

drop+=sum;

} else if(m'=-1 && m>=i) {
m=A.HashMatrix[i] [k];

if(m!=-1 && m>=i) {
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sum=0;
for (j=0;j<5;j++) {
u=A.HashMatrix[i][j];
if (ul=-1 && u<i) {
sum+=L.Get (i,u)*U.Get (u,m) ;

}
U.Set(i,m,(A.Get(i,m)-sum));

drop+=sum;

}
U.Set(i,i,(U.Get(i,i)-drop));

void Algorithms::incompletelU(Matrix& A, WriteableMatrix& L,
WriteableMatrix& U) {
int m,u;

double sum;

for(int i=0;i<dim;i++) {
for (int k=0;k<5;k++) {
m=A.HashMatrix[i] [k];
if(m'=-1 && m<i) {
sum=0;
for (int j=0;j<5;j++) {
u=A.HashMatrix[i1[j];
if (u!'=-1 && u<k) {

sum+=L.Get (i,u) *U.Get (u,m) ;

}
L.Set(i,m,((A.Get(i,m)-sum)/U.Get(m,m)));
} else if(m!=-1 && m>=i) {
sum=0;
for (int j=0;j<5;j++) {
u=A.HashMatrix[i][j];
if(ul=-1 && u<i) {
sum+=L.Get (i,u) *U.Get (u,m) ;

}
U.Set(i,m,(A.Get(i,m)-sum));
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7 C++-Code

void Algorithms::LUsolverUpper (Matrix& A,Matrix& U,vector<double>& z) {
int m;
int dim=z.size () ;
for(int i=dim-1;i>=0;i--) {
for(int j=0;j<5;j++) {
m=A.HashMatrix[i][j];
if (m'=-1 && m>=i) {
z[i]-=U.Get (i,m)*z[m];

}
z[i]/=U.Get (i,1i);

7.7 Makefile

CC = g++ -Wall -g
poissonSolver: PoissonMatrix.o Algorithms.o Vector.o LUMatrices.o )
PoissonSolver.o

$(CC) -0 %@ $+

PoissonMatrix.o: PoissonMatrix.cpp classes.h
$(CC) -c -o $@ $<

Algorithms.o: Algorithms.cpp classes.h
$(CC) -c -o $0 $<

Vector.o: Vector.cpp classes.h
$(CC) -c -o $@ $<

LUMatrices.o: LUMatrices.cpp classes.h
$(CC) -c -o $@ $<

PoissonSolver.o: PoissonSolver.cpp classes.h
$(CC) -c -o $@ $<
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clean:

rm *.o0

7.8 Gnuplot Datei

set title "Plot,function”
splot "../plot/plot.dat" t

7 C++-Code

"3D,Plot"” with pm3d
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