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Was ist Topologie?

Die Kugeloberfläche S2 lässt sich durch strecken, stauchen und umformen zur Würfeloberfläche
oder der Oberfläche einer Pyramide verformen, aber nicht zum R2 oder zu einem Torus T 2. Für
den R2 müsste man die Oberfläche unendlich ausdehnen und für einen Torus müsste man ein
Loch machen.

Erforderliche Vorkenntnisse

Es wird ein sicherer Umgang mit den Quantoren (∀, ∃), Mengenschreibweisen (∪,∩, \, ∅,R,P(M))
und ganz allgemein formaler Schreibweise vorausgesetzt. Auch die Beweisführung mittels Wider-
spruchsbeweisen sollte bekannt sein und der Umgang mit komplexen Zahlen C, deren Betrag,
Folgen und Häufungspunkten nicht weiter schwer fallen. Diese Vorkenntnisse werden vor allem
in „Analysis I“ vermittelt.

Außerdem wird vorausgesetzt, dass (affine) Vektorräume, Faktorräume, lineare Unabhängigkeit,
der Spektralsatz und der projektive Raum P(R) aus „Lineare Algebra I“ bekannt sind. In „Lineare
Algebra II“ wird der Begriff der Orthonormalbasis eingeführt.

http://martin-thoma.com/geotopo/
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Abbildung 0.1: Beispiele für verschiedene Formen

Obwohl es nicht vorausgesetzt wird, könnte es von Vorteil sein „Einführung in die Algebra und
Zahlentheorie“ gehört zu haben.
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1 Topologische Grundbegriffe

1.1 Topologische Räume

Definition 1
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,T) bestehend aus einer Menge X und T ⊆ P(X)
mit folgenden Eigenschaften

(i) ∅, X ∈ T

(ii) Sind U1, U2 ∈ T, so ist U1 ∩ U2 ∈ T

(iii) Ist I eine Menge und Ui ∈ T für jedes i ∈ I, so ist
⋃
i∈I

Ui ∈ T

Die Elemente von T heißen offene Teilmengen von X.

A ⊆ X heißt abgeschlossen, wenn X \A offen ist.

Es gibt auch Mengen, die weder abgeschlossen, noch offen sind wie z. B. [0, 1). Auch gibt es
Mengen, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

Bemerkung 1 (Mengen, die offen & abgeschlossen sind, ex.)
Betrachte ∅ und X mit der trivialen Topologie Ttriv = { ∅, X }.
Es gilt: X ∈ T und ∅ ∈ T, d. h. X und ∅ sind offen. Außerdem XC = X \X = ∅ ∈ T und
X \ ∅ = X ∈ T, d. h. X und ∅ sind als Komplement offener Mengen abgeschlossen. �

Beispiel 1 (Topologien)
1) X = Rn mit der von der euklidischen Metrik erzeugten Topologie TEuklid:

U ⊆ Rn offen⇔ für jedes x ∈ U gibt es r > 0,
sodass Br(x) = { y ∈ Rn | d(x, y) < r } ⊆ U

Diese Topologie wird auch „Standardtopologie des Rn“ genannt. Sie beinhaltet unter
anderem alle offenen Kugeln, aber z. B. auch Schnitte zweier Kugeln mit unterschiedli-
chem Mittelpunkt (vgl. Definition 1.ii).

2) Jeder metrische Raum (X, d) ist auch ein topologischer Raum.

3) Für eine Menge X heißt TDiskret = P(X) diskrete Topologie.

4) X := R,TZ := { U ⊆ R | R \ U endlich } ∪ { ∅ } heißt Zariski-Topologie
Beobachtungen:

• U ∈ TZ ⇔ ∃f ∈ R[X], sodass R \ U = V (f) = { x ∈ R | f(x) = 0 }
• Es gibt keine disjunkten offenen Mengen in TZ .
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5) X := Rn,TZ = {U ⊆ Rn|Es gibt Polynome f1, . . . , fr ∈ R[X1, . . . , Xn] sodass
Rn \ U = V (f1, . . . , fr)}

6) X := { 0, 1 } ,T = { ∅, { 0, 1 } , { 0 } } heißt Sierpińskiraum.
∅, { 0, 1 } , { 1 } sind dort alle abgeschlossenen Mengen.

Definition 2
Sei (X,T) ein topologischer Raum und x ∈ X.

Eine Teilmenge U ⊆ X heißt Umgebung von x, wenn es ein U0 ∈ T gibt mit x ∈ U0 und
U0 ⊆ U .

Gilt eine Eigenschaft in einer Umgebung, so sagt man, dass die Eigenschaft lokal gilt.

Definition 3
Sei (X,T) ein topologischer Raum und M ⊆ X eine Teilmenge.

a) M◦ := { x ∈M |M ist Umgebung von x } =
⋃
U⊆M
U∈T

U heißt Inneres oder offener

Kern von M .

b) M :=
⋂
M⊆A

A abgeschlossen

A heißt abgeschlossene Hülle oder Abschluss von M .

c) ∂M := M \M◦ heißt Rand von M .

d) M heißt dicht in X, wenn M = X ist.

Beispiel 2
1) Sei X = R mit euklidischer Topologie und M = Q. Dann gilt: M = R und M◦ = ∅

2) Sei X = R und M = (a, b). Dann gilt: M = [a, b]

3) Sei X = R,T = TZ und M = (a, b). Dann gilt: M = R

Definition 4
Sei (X,T) ein topologischer Raum.

a) B ⊆ T heißt Basis der Topologie T, wenn jedes U ∈ T Vereinigung von Elementen
aus B ist.

b) S ⊆ T heißt Subbasis der Topologie T, wenn jedes U ∈ T Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von Elementen aus S ist.

Beispiel 3 (Basis und Subbasis)
1) Jede Basis ist auch eine Subbasis, z.B.

S = { (a, b) | a, b ∈ R, a < b } ist für R mit der Standardtopologie sowohl Basis als
auch Subbasis.

2) Gegeben sei X = Rn mit euklidischer Topologie T. Dann ist

B = {Br(x) | r ∈ Q>0, x ∈ Qn }

ist eine abzählbare Basis von T.

3) Sei (X,T) ein topologischer RaummitX = { 0, 1, 2 } und T = { ∅, { 0 } , { 0, 1 } , { 0, 2 } , X }.
Dann ist S = { ∅, { 0, 1 } , { 0, 2 } } eine Subbasis von T, da gilt:


