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Was ist Topologie?

Die Kugeloberfliche S? lisst sich durch strecken, stauchen und umformen zur Wiirfeloberfliche
oder der Oberfliche einer Pyramide verformen, aber nicht zum R? oder zu einem Torus T2. Fiir
den R? miisste man die Oberfliche unendlich ausdehnen und fiir einen Torus miisste man ein
Loch machen.

Erforderliche Vorkenntnisse

Es wird ein sicherer Umgang mit den Quantoren (V, 3), Mengenschreibweisen (U, N, \, 0, R, P(M))
und ganz allgemein formaler Schreibweise vorausgesetzt. Auch die Beweisfithrung mittels Wider-
spruchsbeweisen sollte bekannt sein und der Umgang mit komplexen Zahlen C, deren Betrag,
Folgen und Haufungspunkten nicht weiter schwer fallen. Diese Vorkenntnisse werden vor allem
in ,,Analysis I vermittelt.

Aufserdem wird vorausgesetzt, dass (affine) Vektorrdume, Faktorrdume, lineare Unabhéngigkeit,
der Spektralsatz und der projektive Raum P(R) aus ,,Lineare Algebra I bekannt sind. In ,Lineare
Algebra 11 wird der Begriff der Orthonormalbasis eingefiihrt.
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Abbildung 0.1: Beispiele fiir verschiedene Formen

Obwohl es nicht vorausgesetzt wird, konnte es von Vorteil sein ,Einfiilhrung in die Algebra und

Zahlentheorie* gehort zu haben.



Inhaltsverzeichnis

1 Topologische Grundbegriffe 2
1.1 Topologische Rdume . . . . . . . .. ... 2

1.2 Metrische Raume . . . . . . . . . . L 6

1.3 Stetigkeit . . . . . . 9
1.4 Zusammenhang . . . . . . .. oL oL 11

1.5 Kompaktheit . . . . . . . . 14

1.6 Wege und Knoten . . . . . . . . . . . . 17
Ubungsaufgaben . . . . . . . . ... 22

2 Mannigfaltigkeiten und Simplizialkomplexe 24
2.1 Topologische Mannigfaltigkeiten . . . . . . . . ... ... .. ... ... ...... 24
2.2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten . . . . . . . .. ... o oL 29
2.3 Simplizialkomplex . . . . . . .. e 34
Ubungsaufgaben . . . . . . ... 43

3 Fundamentalgruppe und Uberlagerungen 44
3.1 Homotopie von Wegen . . . . . . . . . . .. 44
3.2 Fundamentalgruppe . . . . . . . ... 47
3.3 Uberlagerungen . . . . . . . . ... 51
3.4  Gruppenoperationen . . . . . . . ... .. e e e e e e 61

4 Euklidische und nichteuklidische Geometrie 64
4.1 Axiome fiir die euklidische Ebene . . . . . . . ... ... oL 64
4.2 Weitere Eigenschaften einer euklidischen Ebene . . . . . . ... ... ... .. .. 74
4.2.1 Flacheninhalt . . . . . .. .. o 74

4.3 Hyperbolische Geometrie . . . . . . . . . . ... Lo 7
Ubungsaufgaben . . . . . . . .. 86

5 Kriimmung 87
5.1 Krimmung von Kurven . . . . . . . . .. ... 87
5.2 Tangentialebene . . . . . . . ... 89
5.3 Gauls-Kriimmung . . . . . . . . .. 91
5.4  Erste und zweite Fundamentalform . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 94
Losungen der Ubungsaufgaben 99
Bildquellen 105
Abkiirzungsverzeichnis 106
Ergdanzende Definitionen und Satze 107

Symbolverzeichnis 108



2 Inhaltsverzeichnis

Stichwortverzeichnis 111



1 Topologische Grundbegriffe

1.1 Topologische Raume

Definition 1
Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, %) bestehend aus einer Menge X und ¥ C P(X)
mit folgenden Eigenschaften

i) 0, Xe%
(ii) Sind Uy,Us € €, s0ist Uy NU; € X

(iii) Ist I eine Menge und U; € ¥ fiir jedes i € I, so ist U U, e%
i€l
Die Elemente von ¥ heiften offene Teilmengen von X.

A C X heifit abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Es gibt auch Mengen, die weder abgeschlossen, noch offen sind wie z. B. [0,1). Auch gibt es
Mengen, die sowohl abgeschlossen als auch offen sind.

Bemerkung 1 (Mengen, die offen & abgeschlossen sind, ex.)
Betrachte () und X mit der trivialen Topologie iy = {0, X }.

Es gilt: X € Tund § € T, d. h. X und () sind offen. Auferdem X¢ = X\ X =) € T und
X\0=Xe% d h X und 0 sind als Komplement offener Mengen abgeschlossen. [ ]

Beispiel 1 (Topologien)
1) X = R™ mit der von der euklidischen Metrik erzeugten Topologie Tgykiid:

U C R" offen < fiir jedes z € U gibt es r > 0,
sodass B, (z) ={y e R" | d(z,y) <r} CU

Diese Topologie wird auch ,Standardtopologie des R™* genannt. Sie beinhaltet unter
anderem alle offenen Kugeln, aber z. B. auch Schnitte zweier Kugeln mit unterschiedli-
chem Mittelpunkt (vgl. Definition 1.ii).

2) Jeder metrische Raum (X, d) ist auch ein topologischer Raum.
3) Fiir eine Menge X heift Tpiskret = P(X) diskrete Topologie.

4) X =R, T7:={U CR|R\U endlich } U{ 0} heift Zariski-Topologie
Beobachtungen:

e UcTy < 3f e RIX],sodass R\U =V (f)={xzeR| f(x)=0}

e Es gibt keine disjunkten offenen Mengen in ¥.
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5) X :=R", Tz ={U C R"|Es gibt Polynome fi,..., f, € R[Xq,...,X,] sodass
R*"\U =V (f1,..., fr)}

6) X :={0,1},T={0,{0,1},{0}} heift Sierpinskiraum.
0,{0,1},{1} sind dort alle abgeschlossenen Mengen.

Definition 2
Sei (X, T) ein topologischer Raum und z € X.

Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung von x, wenn es ein Uy € ¥ gibt mit « € Uy und

Uy CU.

Gilt eine Eigenschaft in einer Umgebung, so sagt man, dass die Eigenschaft lokal gilt.
Definition 3

Sei (X, T) ein topologischer Raum und M C X eine Teilmenge.

a) M° := {x € M | M ist Ungebung von x } = U U heift Inneres oder offener

UCM
Ue%

Kern von M.

b) M := ﬂ A heilst abgeschlossene Hiille oder Abschluss von M.

MCA
A abgeschlossen

c) OM := M \ M° heikt Rand von M.

d) M heift dicht in X, wenn M = X ist.
Beispiel 2 o
1) Sei X = R mit euklidischer Topologie und M = Q. Dann gilt: M = R und M° = ()
2) Sei X = R und M = (a,b). Dann gilt: M = [a, b]
3) Sei X =R, T =%7 und M = (a,b). Dann gilt: M =R

Definition 4
Sei (X, T) ein topologischer Raum.

a) B C T heillt Basis der Topologie T, wenn jedes U € T Vereinigung von Elementen
aus ‘B ist.

b) § C T heikt Subbasis der Topologie ¥, wenn jedes U € T Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von Elementen aus S ist.

Beispiel 3 (Basis und Subbasis)
1) Jede Basis ist auch eine Subbasis, z.B.
S ={(a,b) | a,beR,a<b} ist fiir R mit der Standardtopologie sowohl Basis als
auch Subbasis.

2) Gegeben sei X = R™ mit euklidischer Topologie T. Dann ist

B={B(z)|r€Qs0,7€Q"}
ist eine abzahlbare Basis von ¥.

3) Sei (X, T) ein topologischer Raum mit X = {0,1,2 }und ¥ ={0,{0},{0,1},{0,2},X }.
Dann ist S = {0,{0,1},{0,2} } eine Subbasis von ¥, da gilt:



